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Abstract 
In this paper we give a modular norm for Orlicz-Sobolev spaces, and obtain a necessary and suffi-
cient condition for the Orlicz-Sobolev spaces which is formed by strictly convex N function to be 
rotund. 
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摘  要 

本文在Orlicz-Sobolev空间上给出了一种模范数，给出了由严格凸N函数生成Orlicz-Sobolev空间严格凸
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1. 引言 

Orlicz空间是泛函分析的一个重要分支，它深入地研究了比熟知的 PL 空间更加广泛的一类空间，

Sobolev空间是20世纪初形成的有着重要价值的数学模型，在方程理论有着重要的应用价值，

Orlicz-Sobolev空间则是Sobolev空间的重要推广，Orlicz-Sobolev空间的发展不仅完善了Banach空间理论，

而且为解决实际问题提供了丰富的模型。空间的严格凸性在最佳逼近和最优化控制等领域有着直接的应

用。所以研究Orlicz-Sobolev空间的严格凸性有着深远的意义。本文在Orlicz-Sobolev空间上给出了一种模

范数，得到了摸与范数的关系式。给出了了由严格凸N函数生成的Orlicz-Sobolev空间严格凸的充要条件。

2001年，陈述涛和胡长英[1]给出了Orlicz-Sobolev空间关于Luxemburg范数的端点和严格凸的充要条件，

但是文章中已经假定 M 满足 2∆ 条件，同年二人[2]讨论Orlicz-Sobolev空间关于最大值范数的端点和严格

凸的性质，但未对空间严格凸的充要条件进行深入讨论，本文给出了一种新的Luxemburg范数，在此范数

形成的Orlicz-Sobolev空间与Orlicz有着很多平行的性质，可以用研究Orlicz空间的方法来研究

Orlicz-Sobolev空间。 

2. 预备知识 

定义 1 [3]：函数 ( )M u 为 N 函数是指 ( )M u 满足如下条件： 
1) ( )M u 为偶的，连续的，凸函数且 ( )0 0M = ； 
2) 当时 0u > 时， ( ) 0M u > ； 

3) ( )
lim
u

M u
u→∞

= ∞，
( )

0
lim 0
u

M u
u→

= 。 

若还有： u v R∀ ≠ ∈ ，有 ( ) ( )( )1
2 2

u vM M u M v+  < + 
 

则称 M 是严格凸的。 

用Ω 表示 n 维Euclid空间 nR 中的有界集， ( )u x 是定义在Ω 上Lebesgue可测函数， 

( ) ( )( )dM u M u x xρ
Ω

= ∫  

( ) ( ){ }: 0,M ML u x k kuρ= ∃ > < ∞  

( ) ( ){ }: 0,M ME u x k kuρ= ∀ > < ∞ ， ME 是 ML 的线性子空间，在 ML 上定义如下实值函数： 

( )
( )

inf 0 : 1M

u x
u k M

kΩ

   = > ≤  
   

∫  

则 ( )( ),M ML u 为Banach空间。 

定义2 [4]：称 ( )M u 在区间 [ ],a b 仿射是指： ,k d∃ 使得 ( )M u ku d= + ， [ ],u a b∈ 。 
定义3 [4]： 2M ∈∆ 是指： 02, 0k u∃ > ∃ ≥ ，满足： 

( ) ( ) 02 ,M u kM u u u≤ ≥  

若 2M ∈∆ 则有 M ML E= 。 
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定义4 [4]：设 ( )M u 为 N 函数， u R∈ ，若 , , 2w v R w v u∈ + = 且 ( ) ( )( )1
2 2

w vM M v M w+  = + 
 

，则

有 w v= ，就称 u 为 M 的严格凸点，其严格凸点全体记为 MS 。 

定义5 [5]：设 X 是Banach空间， ( )B X 是其单位闭球， ( )S X 为单位球面， ( )u B X∈ ，若 ( ),w v B X∈ ，

且 2u w v= + ，则有 u w v= = 就称 u 为 ( )B X 的端点，其端点的全体记为 ( )extB X ，若有 ( ) ( )S X extB X= ，

则称 X 是严格凸空间。 
定义6 [6]：设 ( )M u 为 N 函数，Ω是 nR 中有界连通开集，定义如下集合： 

( ){ }: ,0m
M M MW L u L D u t L mα α= ∈ ∈ ≤ ≤  

其中 ( )D u tα 为 ( )u t 的α 阶弱导数，则 m
MW L 为 ML 的线性子空间，在 m

MW L 上定义如下两实值函数： 

( ) ( ), 0
maxm M Mm

u D uα

α

∞

≤ ≤
=  

( ) ( )

1

,
0

, 1
ppp

m M Mm
u D u pα

α≤ ≤

 
= ≤ < ∞  
 
∑  

则 ( )( ),,m
M m MW L u ∞

， ( )( ),, pm
M m MW L u 均是Banach空间。 

3. 主要结果 

定理1 设 M 为 N 函数，Ω 为 nR 中有界连通开集，在 m
MW L 上定义如下实值函数： 

( )
( )

,
0

inf 0 : d 1m M
m

D u t
u k M t

k

α

α
Ω

≤ ≤

   = > ≤      
∑ ∫  

则 ( )( ),,m
M m MW L u 为Banach空间。 

证明：容易证明 ( ),m Mu 是 m
MW L 上的范数，记Q 为满足 0 mα≤ ≤ 的α 个数， 

( ) ( )( )
0

dM
m

u M D u t tα

α
ρ

Ω
≤ ≤

= ∑ ∫ ，下面证明 ( ),m Mu 与 ( ),m Mu ∞
等价，因为 

0 : 1 0 : 1M M
D u uα

λ ρ λ ρ
λ λ

       > ≤ ⊃ > ≤      
      

  

所以 ( ) ( ), ,m M m Mu u∞ ≤ ，另一方面 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0
, ,

0
,

0

d

1 d

1 d 1

M
m

m M m M

m
m M

m
M

D u tu M t
Q u Q u

D u t
M t

Q u

D u t
M t

Q D u

α

α

α

α

α

α
α

ρ ∞ ∞Ω
≤ ≤

∞Ω
≤ ≤

Ω
≤ ≤

   
   =
   
   

 
 ≤
 
 
 
 ≤ ≤  
 

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫



 

从而有 ( ) ( ), ,m M m Mu Q u ∞≤ ，故两者等价，故 ( )( ),,m
M m MW L u 为Banach空间。 
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定理2 设 M 为 N 函数，Ω为 nR 中有界连通开集，设 ( )m
Mu W L∈ 则有： 

1) 若 ( ) 1M uρ ≤ ，则 ( ), 1m Mu ≤ ； 

2) 0u ≠ ，则
( ),

1M
m M

u
u

ρ
 
  ≤
 
 

 ； 

3) 若 ( ), 1m Mu ≤ ，则 ( ) ( ), 1M m Mu uρ ≤ ≤ ； 

4) 若 2M ∈∆ ，则
( ),

1M
m M

u
u

ρ
 
  =
 
 

 。 

证明：1) 由 ( ),m Mu 的定义容易证明。 

2) 由 ( ),m Mu 的定义知 ( ),n m Ma u∃  ，使得 1M
n

u
a

ρ
 

≤ 
 

 ，且有如下三条性质： 

① 
( )

n

D u t
M

a

α 
  
 

非负可测， 0 , 1, 2,3,m nα≤ ≤ =   

② 
( ) ( )

1 2

D u t D u t
M M

a a

α α   
≤ ≤      

   
， 0 , 1, 2,3,m nα≤ ≤ =   

③ ( ) ( )
( ),

lim d d
n

n m M

D u t D u t
M t M t

a u

α α

Ω Ω→∞

  
 =       

∫ ∫  

由Levy定理可知：
( ) ( )

( ),

lim d d
n

n m M

D u t D u t
M t M t

a u

α α

Ω Ω→∞

  
 =       

∫ ∫ ，所以有： 

( ) ( )
( )0 0 ,

lim d d
nm mn m M

D u t D u t
M t M t

a u

α α

α α
Ω Ω→∞≤ ≤ ≤ ≤

  
 =       

∑ ∑∫ ∫  

即
( ),

lim M Mn
n m M

u u
a u

ρ ρ
→∞

    =      
  ，所以

( ),

1M
m M

u
u

ρ
 
  ≤
 
 

 。 

3) 0u = ，则 ( ) ( ), 0M m Mu uρ = = ，则3)成立； 

0u ≠ ，由 ( )M u 的凸性可知： 

( )
( )( )

( )
( )( ) ( )

( )

0,

0 0, ,

1 d

1 d d 1

mm M

m mm M m M

M D u t t
u

D u t
M D u t t M t

u u

α

α

α
α

α α

Ω
≤ ≤

Ω Ω
≤ ≤ ≤ ≤

 
 = ≤ ≤
 
 

∑ ∫

∑ ∑∫ ∫
 

从而 ( ) ( ), 1M m Mu uρ ≤ ≤ 。 

4) 因为 2M ∈∆ 所以 M ML E= ，故 M
uρ
λ

 
 
 

关于 λ 在 ( )0,∞ 上连续，于是 M
uρ
λ

 
 
 

 关于 λ 在 ( )0,∞ 上连

续，对于 ( ),n m Muλ  ，有
( ),

lim 1M Mn
n m M

u u
u

ρ ρ
λ→∞

    = ≥      
  ，结合3)可得 
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( ),

1M
m M

u
u

ρ
 
  =
 
 

  

定理3 设 M 为 N 函数，Ω为 nR 中有界连通开集， ( )m
Mu S W L∈ 若有： 

1) ( ) 1M uρ =  

2) ( ){ }: 0Mt u t Sµ ∈Ω ∉ =  

则 ( )m
Mu extB W L∈  

证明：设 ( ) ( ) ( ) ( ), , 2 , ,m
Mv w B W L w t v t u t t∈ + = ∈Ω 由定理2知 ( ) ( ), 1M m Mv vρ ≤ ≤  

( ) ( ), 1M m Mw wρ ≤ ≤ ，由 ( )M u 的凸性可知： 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

d d
2

1 1d d
2 2

v t w t
M D u t t M D t

M D v t t M D w t t

α α

α α

Ω Ω

Ω Ω

 + 
=      

≤ +

∫ ∫

∫ ∫

                   (1) 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
0 0

0 0

1 d d
2

1 1d d 1
2 2

M
m m

m m

v t w t
u M D u t t M D t

M D v t t M D w t t

α α

α α

α α

α α

ρ
Ω Ω

≤ ≤ ≤ ≤

Ω Ω
≤ ≤ ≤ ≤

 + 
= = =      

≤ + ≤

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫



 

从而以上不等式中各项均相等，所以 

( )( ) ( )( ) ( )( )
0 0 0

1 1d d d
2 2m m m

M D u t t M D v t t M D w t tα α α

α α α
Ω Ω Ω

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

= +∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫             (2) 

结合(1) (2)得： : 0 mα α∀ ≤ ≤  

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1d d d
2 2

M D u t t M D v t t M D w t tα α α
Ω Ω Ω

= +∫ ∫ ∫  

特别地当 ( )0,0, ,0α =  时 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1d d d
2 2

M u t t M v t t M w t t
Ω Ω Ω

= +∫ ∫ ∫  

再由 ( ){ }: 0Mt u t Sµ ∈Ω ∉ = 得 ( ) ( ) ( )u t v t w t= =  a.e on Ω，所以 ( )m
Mu extB W L∈ 。 

定理4 M 为 N 函数，Ω 为 nR 中有界连通开集， ( )m
Mu S W L∈ 。若存在 0ε > 以及 M 的仿射区间

( ), 0a b mα α α≤ ≤ 满足： 

( ) ( ){ }
0

int : ,
m

t D u t a bα
α α

α≤ ≤
∈Ω ∈ ≠ ∅

 

则 ( )m
Mu extB W L∉  

证明：记 ( ) ( ){ }0
0

: ,
m

t D u t a bα
α α

α≤ ≤
Ω = ∈Ω ∈

，由于 0Ω 内部非空所以取 , , 0t t r′ ′′ > ，使得 ( ) 0,U t r′ ⊂ Ω ，

( ) 0,U t r′′ ⊂ Ω ，并且 ( ) ( ), ,U t r U t r′ ′′ = ∅ 。 

定义如下两个函数： 
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( )
( )

( )
( )

22

1

1

e ,

0 \ ,

n
i i

i
r t t

tJ t t U t r

t U t r

=

−
′− −

′

∑

= ′∈
 ′∈Ω

 

( )
( )

( )
( )

22

1

1

e ,

0 \ ,

n
i i

i
r t t

tJ t t U t r

t U t r

=

−
′′− −

′′

∑

= ′′∈
 ′′∈Ω

 

则 ( )tJ t′ ， ( ) ( ) m
t c MJ t C W L∞
′′ ∈ Ω ⊂ 令： 

( )1 0

1min
max 1m

tt

c
D J tαα

ε
≤ ≤

′
∈Ω

  = ⋅  
+  

 

( )2 0

1min
max 1m

tt

c
D J tαα

ε
≤ ≤

′′
∈Ω

  = ⋅  
+  

 

1 20, 0c c> > 且 ( ) ( )1 2,t tc D J t c D J tα αε ε′ ′′⋅ ≤ ⋅ ≤ ， ,0t mα∈Ω ≤ ≤ ，取 ( )1 2min ,c c c= 。 

定义如下函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,t t t tv t u t cJ t cJ t w t u t cJ t cJ t t′ ′′ ′ ′′= + − = − + ∈Ω  

则 , m
Mw v W L∈ ， 2w v u+ = ， w v≠ 。 

令 ( )M u 在 ( ),a bα α 上为： 

( )M u k u dα α= +  

则： 

( )( )
( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( )

( )( )( ) ( )

\ , \ , ,

,

\ , \ , ,

, ,

,

\ , \ ,

d

d d

d

d d

d d

d

d

tU t r U t r U t r

tU t r

U t r U t r U t r

tU t r U t r

tU t r

U t r U t r

M D v t t

M D u t t M D u t D cJ t t

M D u t D cJ t t

M D u t t k D u t d t

k D u t d t k D cJ t t

k D cJ t t

M D u t t

α

α α α

α α

α α
α α

α α
α α α

α
α

α

Ω

′′ ′′ ′Ω

′′′

′ ′′ ′Ω

′′′ ′

′′′′

′ ′′Ω

= + +

+ −

= + +

+ + +

+ −

= +

∫
∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫ ( )( )( ) ( )

( )( )
, ,

d

d

U t r U t r
k D u t d t

M D u t t

α
α α

α

′ ′′

Ω

+

=

∫

∫


 

所以 ( ) ( ) 1M Mv uρ ρ≤ ≤  ，同理可得 ( ) ( ) 1M Mw uρ ρ≤ ≤  由定理2知 ( ), m
Mw v B W L∈ ，再由 w v≠ 可知

( )m
Mu extB W L∉ 。 

定理5 设 M 为严格凸 N 函数， ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , ,n na b a b a bΩ = × × × 为 nR 中有界连通开方体，则 

( )m
MW L Ω 严格凸的充要条件是 2M ∈∆ 。 
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证明 充分性：结合定理3与定理2的4)可证得。 
必要性：假设 2M ∉∆ 则存在 kc ∞ ，使得 

( )11 2k
k kM c M c

k
  + >  
  

 

令
( )

1
2k k

kM c
λ = 不 妨 设 ( )

1
k

k
λ µ

∞

=

< Ω∑ ， 取 1r ： 1 1 1a r b< < 和 { }0 1 1 1:t a t rΩ = ∈Ω < ≤ 满 足 ：

( ) ( )0
1

k
k

µ µ λ
∞

=

Ω = Ω −∑ ， 取 2 1 2 1:r r r b< < 和 { }1 1 1 2:t r t rΩ = ∈Ω < ≤ 使 得 ( )1 1µ λΩ = ， 依 次 可 取 得

1 1:k k kr r r b+< < 和 { }1 1:k k kt r t r +Ω = ∈Ω < ≤ 满足 ( )k kµ λΩ = ， 1k ≥ ，显然有
0

k
k

∞

=

Ω = Ω


并且当 1k ≥ 时

( ) ( ) 1
2k k kM c µ⋅ Ω = ，令 ( ) ( )

1
,1

kp k
k p

u t c t pχ
∞

Ω
= +

= ⋅ ≤ < ∞∑ 则： 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1 1

1 1

d d

1 1 1
22 2

k kk
M p k k

k p k p

k k k p
k p k p

u M c t t M c t t

M c

ρ χ χ

µ

∞ ∞

Ω ΩΩ Ω
= + = +

∞ ∞

= + = +

 
= ⋅ = ⋅ 

 

= ⋅ Ω = = ≤

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑
 

所以
( )

1p M
u ≤   

1l∀ > ， 0p p∃ > 使得
0

11l
p

≥ + 从而： 

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

10 0

1 0

1

1

1

1 11 1 d

11 d

11 d

11

2 1

k

kk

kk

M p M p k
k p

k
k p

k
k p

k k
k p

k
k k

k p

lu u M c t t
p p

M c t t
p

M c t t
k

M c
k

M c

ρ ρ χ

χ

χ

µ

µ

∞

ΩΩ
= +

∞

ΩΩ
= +

∞

ΩΩ
= +

∞

= +

∞

= +

      
≥ + = + ⋅               

  
= + ⋅     

  ≥ + ⋅  
  

  = + ⋅ Ω  
  

≥ ⋅ Ω >

∑∫

∑ ∫

∑ ∫

∑

∑

 

由
( )p M

u 的定义可知
( )p M

u l≥ ，由 l 的任意性知
( )

1p M
u ≥ ，所以

( )
1p M

u = 。 

取 1 0p > ，当 1p p≥ 时，有
( )

1p

p

c

M c
≤  

取 2 0p > ，当 2p p≥ 时，有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
1 1

2 2 3 3

1 1
22 p

n n

b a M
Qb a b a b a

α

µ
−  

× − <   Ω ⋅− × − × × −  

 

令 ( )3 1 2max ,p p p=  

( ) ( )1 1 1

3 1 1 1
3

2 1 1
1

, d d dm

k

t x x
p k n ma a a

k p
u t c s t t s x xχ−

∞

Ω −
= +

= ⋅∑∫ ∫ ∫
    
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( ) ( )1 1 1

1 1 1
3

2 1 1
1

, d d d ,1 1j

k

t x x
j k n ja a a

k p
f t c s t t s x x j mχ−

∞

Ω −
= +

= ⋅ ≤ < −∑∫ ∫ ∫    

( ) ( )
3

0
1

kk
k p

f t c tχ
∞

Ω
= +

= ⋅∑  

则 

( ) ( ) ( )

( )

1 1 1

3 1 1 1

,0,0, ,0
2 1 1

1
, d d d

, 1 1

m j

k

t x xj
p k n ja a a

k p

m j

D u t c s t t s x x

f t j m

χ− −
∞

Ω −
= +

−

= ⋅

= ≤ ≤ −

∑∫ ∫ ∫


  

 

( ) ( ) ( )
3

,0,0, ,0
0

m
pD u t f t=

  

当 ( ) ( ) ( ){ }0,0, ,0 , 1,0,0, ,0 , , ,0,0, ,0mα ∉     时 

( )
3

0pD u tα =  

而 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1
3 3

3

3

1 2 1
1 1

1 2 2 3 3

2 2 3 3

, d

2
1

2

k

b
k n k k ka

k p k p

k
p

k p k n n

p
n n

f t c s t t s r r c

c
M c b a b a b a

b a b a b a

χ
∞ ∞

Ω +
= + = +

∞

= +

≤ ⋅ = −

=
− × − × × −

≤
− × − × × −

∑ ∑∫

∑







 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 1
3

3

2 2 1
1

1 1

2 2 3 3

, d d

2

k

b x
k na a

k p

p
n n

f t c s t t s x

b a
b a b a b a

χ
∞

Ω
= +

≤ ⋅

−
≤

− × − × × −

∑∫ ∫ 



 

  

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1
3

3

2 1 1
1

1
1 1

2 2 3 3

, d d d

, 1 1
2

j

k

b x x
j k n ja a a

k p

j

p
n n

f t c s t t s x x

b a
j m

b a b a b a

χ−
∞

Ω −
= +

−

≤ ⋅

−
≤ ≤ < −

− × − × × −

∑∫ ∫ ∫  



 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

3 1 1 1

3

2 1 1
1

1
1 1

2 2 3 3

, d d d

2

m

k

b x x
p k n ma a a

k p

m

p
n n

u t c s t t s x x

b a
b a b a b a

χ−
∞

Ω −
= +

−

≤ ⋅

−
≤

− × − × × −

∑∫ ∫ ∫
  



 

从而 ( ): ,0, ,0mα α∀ ≠  有 

( ) ( )3

1 1
2pD u t M

Q
α

µ
−  

<   Ω ⋅ 
  
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( ) ( )( ) ( ) ( )3 3

1

0

1 1d 1 d 1
2 2M p p

m
u M D u t t Q M M t

Q
α

α
ρ

µ
−

Ω Ω
≤ ≤

  
= < + − ⋅ <    Ω ⋅  
∑ ∫ ∫    

从而
( )3 ,

1p m M
u ≤ 。又因为： 

3 30 : 1 0 : 1p p
M M

u u
λ ρ λ ρ

λ λ
         > ≤ ⊂ > ≤      
         



  

所以
( ) ( )3 3,

1p pm M M
u u≥ = ，故

( )3 ,
1p m M

u = 。 

令 ( )3
1 M puε ρ= −   ，

( )3

1
1

1max ,
2pM c M

Qµ
−

+

   =    Ω ⋅   
  

( ) ( ) ( )
3 31 2 2 2, , ,p p n nE r r a b a b+ += × × ×  

当 t E∈ 时 

( )
3

, 0pD u t M mα α≤ ≤ ≤

  

取 , , 0t t r′ ′′ > ，使得 ( ),U t r E′ ⊂ ， ( ),U t r E′′ ⊂ ， ( ) ( ), ,U t r U t r′ ′′ = ∅ ，且 

( )( ) ( )( ), ,
2 d , 2 d

2 2U t r U t r
M M t M M t

Q Q
ε ε

′ ′′
≤ ≤∫ ∫  。 

定义如下两个函数： 

( )
( )

( )
( )

22

1

1

e ,

0 \ ,

n
i i

i
r t t

tJ t t U t r

t U t r

=

−
′− −

′

∑

= ′∈
 ′∈Ω

 

( )
( )

( )
( )

22

1

1

e ,

0 \ ,

n
i i

i
r t t

tJ t t U t r

t U t r

=

−
′′− −

′′

∑

= ′′∈
 ′′∈Ω

 

则 ( ) ( ) ( ), m
t t c MJ t J t C W L∞
′ ′′ ∈ Ω ⊂ 令： 

( )1 0

1min
max 1m

tt

c M
D J tαα≤ ≤

′
∈Ω

  = ⋅  
+  

  

( )2 0

1min
max 1m

tt

c M
D J tαα≤ ≤

′′
∈Ω

  = ⋅  
+  

  

1 20, 0c c> > 且 ( ) ( )1 2,t tc D J t M c D J t Mα α
′ ′′⋅ ≤ ⋅ ≤  ， ,0t mα∈Ω ≤ ≤ ，取 ( )1 2min ,c c c= ，定义如下

函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3

, ,p t t p t tv t u t cJ t cJ t w t u t cJ t cJ t t′ ′′ ′ ′′= + − = − + ∈Ω   

则 , m
Mw v W L∈ ， 2w v u+ = ， w v≠ 。 
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所以：

( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

3

3

3

3

\ , \ ,
0 0

,
0

,
0

, ,

d d

d

d

2 d 2 d 1

pU t r U t r
m m

p tU t r
m

p tU t r
m

M p U t r U t r

M D v t t M D u t t

M D u t D cJ t t

M D u t D cJ t t

u Q M M t Q M M t

α α

α α

α α

α

α α

α

ρ

′ ′′Ω Ω
≤ ≤ ≤ ≤

′′
≤ ≤

′′′′
≤ ≤

′ ′′

=

+ +

+ −

≤ + + ≤

∑ ∑∫ ∫

∑ ∫

∑ ∫

∫ ∫







 

 

 

即 ( ) 1M vρ ≤ ，同理得 ( ) 1M wρ ≤ ，所以 ( ), m
Mv w B W L∈ ，而 v w≠ ，所以 ( )m

Mu extB W L∉ ，这与 m
MW L

严格凸相矛盾所以假设不成立，故 2M ∈∆ 。 
推论1 设 M 为严格凸 N 函数， ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , ,n na b a b a bΩ = × × × 为 nR 中有界连通开方体，则 

( ) ( ), 1 1m Mu uρ= ↔ = 当且仅当 2M ∈∆ 。 
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