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Abstract 

Berwald type ( )α β, -metrics are those Finsler metrics expressed as ( )F α β α2= + , where α  is a 
Riemannian metric, and β  is a 1-form. In this paper, by using a special deformations for α  and 

β  due to β , we provide a characterization for locally projectively flat Berwald tpye ( )α β, -metrics. 
Our characterization is simpler than the corresponding results of other researchers. Moreover, 
the geometrical structure of locally projectively flat Berwald type ( )α β, -metrics is much clearer. 
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摘  要 

Berwald型 ( )α β, 度量是形如 ( )F α β α2= + 的芬斯勒度量，其中α 是一个黎曼度量，β 是一个1形式。
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本文利用 β 对α 和 β 做一种特殊的度量形变，由此可以得到局部射影平坦Berwald型 ( )α β, 度量的一个

刻画。该刻画不仅比其他研究者的相应方法和结论简单，而且从中我们可以看到局部射影平坦Berwald
型 ( )α β, 度量更为明确的几何结构。 
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1. 引言 

1900 年，希尔伯特提出了 23 个数学问题，其中第四问题是求解所有以直线段为连接两点的最短路

径的距离函数。在光滑情形下，希尔伯特第四问题便是求解所有欧氏空间的开集上以直线段为测地线的

芬斯勒度量，具有这种性质的芬斯勒度量被称为是射影平坦的[1]。芬斯勒度量是比黎曼度量更广泛的一

类度量，它取消了对范数是二次型的限制[2]。 
有一些芬斯勒度量和黎曼度量比较接近，如 Randers 度量 F α β= + 是由一个黎曼度量α 和一个 1 形

式 β 相加而得到的[3]。而比 Randers 度量更一般的一类度量具有 ( )F αφ β α= 的形式，其中 ( )sφ 是一个

光滑函数。这类度量被称为 ( ),α β 度量[4]。当 ( ) 1s sφ = + ，相应的 ( ),α β 度量便是 Randers 度量。( ),α β
度量具有良好的可计算性的特点，且其性质和黎曼度量比较接近，这使得对于这类度量的研究极大地丰

富和发展了芬斯勒几何的相关领域。 
1929 年，Berwald 构造了一个芬斯勒度量如下， 

( )
( )

( ) ( )

2
2 2 2

22 2 2 2

1 , ,
,

1 1 ,

x y x y x y
F x y

x x y x y

 − + + 
 =

− − +
， 

这个度量是单位球体 ( )1n 上具有常旗曲率 0K = 且测地线全为直线段的芬斯勒度量[5]。其中，旗曲率是

黎曼几何中截面曲率的自然推广，刻画了芬斯勒流形在一个点附近的弯曲程度[2]。如果取黎曼度量α 和

1 形式 β 如下， 

( )
( ) ( )

2 2 2

2 22 2

1 , ,
,

1 1

x y x y x y

x x
α β

− +
= =

− −
， 

则上述度量 F 可表示为 

( )2

F
α β
α
+

= ， 

这类度量现在被称为 Berwald 型 ( ),α β 度量或平方型 ( ),α β 度量[6]。 
Berwald 型 ( ),α β 度量是一类特殊而重要的芬斯勒度量，它是除了 Randers 度量以外另一类具有良好

几何性质的 ( ),α β 度量。关于 Berwald 型 ( ),α β 度量已经有不少结果。例如，2007 年，B.Li 和 Z.Shen 证

明了，若 F βαφ
α
 =  
 

是一个局部射影平坦且具有常截面曲率的 ( ),α β 度量，则除了局部闵可夫斯基度

量以外， F 或者是Randers型度量，或者是Berwald型度量[7]。2011年，L.Zhou进一步证明了，若Berwald
型度量具有常旗曲率，则它必定是局部射影平坦的[8]。2014 年，Z.Shen 和作者给出了 Berwald 型 ( ),α β
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度量是爱因斯坦度量的一个简洁刻画[9]-[11]。 

2. 预备知识 

定义 2.1 [1]：设 M 是一个 n 维光滑流形，是 [ ): 0,F TM → +∞ 其切丛上的非负函数。如果 F 满足如

下条件： 
(1) 正齐性： ( ) ( ), , , 0F x y F x yλ λ λ= ∀ > ； 

(2) 光滑性：在带孔切丛 { }\ 0TM 上 ( ),F x y 是C∞ 函数； 
(3) 正则性：对于任意非零向量 0y ≠ ， 

( ) ( )
2 21, ,

2ij i j
Fg x y x y

y y
∂

=
∂ ∂

 

构成正定的矩阵，则称 F 是 M 上的一个芬斯勒度量。 
定义 2.2 [1]：设 F 是 n 维光滑流形 M 上的一个芬斯勒度量。如果对于 M 上的任意一点 p ，均存在 p

的某个局部坐标系 ( );U x ，使得在该坐标系下 F 的所有测地线均为直线，则称 F 是局部射影平坦的芬斯

勒度量。 
一个基本的结论是，如果 F 是局部射影平坦的芬斯勒度量，则在上述局部坐标系 ( );U x 下， F 的测

地系数 iG 可表示为 
i iG Py= ， 

其中 ( ),P P x y= 是切丛TM 上的标量函数，反之亦然[4]。若 F 是一个黎曼度量，则其测地系数 iG 可由其

黎曼联络系数给出，即
1
2

i i j k
jkG y y= Γ 。黎曼联络系数 i

jkΓ 可利用下式确定： 

1
2

jl jki il kl
jk k j l

a aa
a

x x x
∂ ∂ ∂

Γ = + − 
∂ ∂ ∂ 

。 

设 ( ) ( ): , 0,o ob bφ − → ∞ 是一个光滑的正值函数， ( ) i j
ija x y yα = 是开集 nU ⊆  上的黎曼函数，

( ) i
ib x yβ = 是满足模长 : ob b

α
β= < 的 1 形式。则形如 

( ) ( ) ( )
( )

,
, ,

,
x y

F x y x y
x y

β
α φ

α
 

=   
 

 

的芬斯勒度量称为 ( ),α β 度量[4]。 

引理 2.3 [4]：由上式确定的非负函数 F 是一个芬斯勒度量的充分必要条件是函数 ( )sφ 满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 20, 0s s s s b s sφ φ φ φ′ ′′> − + − > ， 

其中 s 和 b 是满足 os b b≤ < 的任意实数。 
由上述引理易得下面的结果： 
引理 2.4 [4]： ( )2F α β α= + 是芬斯勒度量的充分必要条件是 1b < 。 

3. 主要结果 

利用经典的有理项无理项分离技巧，Z. Shen and G. C.Yildirim 证明了如下结论： 
定理 3.1 [12]：设 ( )2F α β α= + 是开集 nU ⊆  上的芬斯勒度量。则 F 是射影平坦的，当且仅当 

2i i iG y bα θ τα= −                                     (1) 

( ){ }2
| 1 2 3i j ij i jb b a b bτ= + −                                 (2) 

其中 ( )xτ τ= 是U 上的函数， ( ) i
i x yθ θ= 是U 上的 1 形式。 
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在此基础上，X. Mo, Z. Shen 和 C. Yang 得到了如下的结论： 
定理 3.2 [6]：若 Randers 度量 F α β= + 是局部射影平坦的，且具有迷向 S 曲率，则存在 ( )xλ ，使

得对于α λα= ， β λβ= ，芬斯勒度量 ( )2F α β α= + 是局部射影平坦的。 
在本文，我们将利用一种特殊的度量形变，给出不同于上述结果的另一种刻画。为此，我们先引入

一些基本记号。我们用 |i jb 表示 β 关于α 的协变导数的分量，即 

|
ki

i j k ijj
bb b
x
∂

= − Γ
∂

， 

并且记 

( )| |
1
2ij i j j ir b b= + ， ( )| |

1
2ij i j j is b b= − ， t

i tir b r= ， t
i tis b s= ， 

i it
tr a r= ， i it

ts a s= ， 0
i

ir r y= ， 0
i

is s y= ， t
tr b r= ， 

其中 ( )ija 是度量矩阵 ( )ija 的逆矩阵， ib 是 β 关于α 的对偶向量场的分量。同时，注意记号 |î jb 和 |i jb  分
别表示 β̂ 和 β 关于相应的黎曼度量 α̂ 和α 的协变导数。 

引理 3.3：设 b 为 β 关于α 模长，则 

( )
2

2 i ii
b r s
x

∂
= +

∂
。 

证明： 

( ) ( )
2

2
||

2 2j
j i i ii i

b b b b r s
x

∂
= = = +

∂
。 

引理 3.4：设
( )2

ˆ e
bρ

α α= ， β̂ β= ，则 



( ) ( ) ( ){ }2 2
0 0

ˆ 2i i i i iG G b r s y r sαα
ρ α′= + + − + ，                        (3) 

( ) ( ) ( ){ }2
| |

ˆ 2i j i j i j j j i i ijb b b b r s b r s a rρ′= − + + + − 。                       (4) 

证明：设 

( ) ˆˆˆ ˆ( ) , , ,i j i j i i
ij ij i ia x y y a x y y b y b yα α β β= = = = ， 

由假设知， 
2 2 2ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆe , e , , eij ij i ij i

ij ij i i ja a a a b b b a b bρ ρ ρ− −= = = = = ， 

所以 

( ) ( ) ( ){ }ˆ ˆˆ1ˆ ˆ 2
2

jl jki il i i i i ikl
jk jk j k k k j j jkk j l

a aa
a r s r s a r s

x x x
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∂ ∂ ∂ ′Γ = + − = Γ + + + + − + 
∂ ∂ ∂ 

， 

( ) ( ){ }2
ˆ 0 0

ˆ 2i i i i iG G r s y r sα α ρ α′= + + − + ， 
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( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

|

|

|

ˆˆ ˆ ˆ ˆ

2

2 ,

k k k ki i
i j k ij k ij k ij ijj j

k k k k
i j k i j j j i i ij

i j i j j j i i ij

b bb b b b
x x

b b r s r s a r s

b b r s b r s a r

ρ δ δ

ρ

∂ ∂
= − Γ = − Γ + Γ − Γ
∂ ∂

′= − + + + − +

′= − + + + −
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从而引理得证。 
由(1)和(3)易知，为了使 α̂ 是射影平坦的，即使得 α̂ 的测地系数 ˆ

ˆ iGα 具有 ˆ
ˆ ˆi iG Pyα = 的形式，只需使 

( ) 0i i ir s bρ τ′ + + = ， 

由(2)易知 

( )21i i ir s b bτ+ = − ， 

从而 

2
1

1 b
ρ′ = −

−
， 

于是，可取 

( ) ( )2 2ln 1b bρ = − ，                                   (5) 

此时，由(3)和(4)知 

( ) ( )ˆ |
ˆˆ 2 ,i i
i j ij i jG y b a b bα θ τβ τ= − = + 。                            (6) 

引理 3.5：设 ˆα α= ， ( )2 ˆbβ ν β= ，则 

( ) ( ) ( )2 2
| |

ˆ 2i j i j i j jb b b b b r sν ν ′= + + 。                             (7) 

证明：由假设知， 

( )| | |

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ 2k ki i

i j k ij j i k ij i j i j jj j

b b
b b b b b b r s

x x
ν ν ν ν ν

∂ ∂ ′= − Γ = + − Γ = + +
∂ ∂

， 

从而引理得证。 
在(5)的基础上，由(6)和(7)易知 

( ) ( )2
| 2 1i j ij i j i jb a b b b b bτν τν ′= + + − ， 

从而若取 

( )2 21b bν = − ，                                    (8) 

则 

( )
3
22

| 1i j ijb b aτ
−

= − ， 

即 β 是关于α 的闭的共形 1 形式。 
上述讨论表明，若 ( )2F α β α= + 是局部射影平坦的，则通过对α 和 β 实施适当的形变，可以得到

一个局部射影平坦的黎曼度量α 以及关于它的闭的共形 1 形式 β 。显然，上述形变过程是可逆的，从而

我们可以从α 和 β 出发，构造局部射影平坦的芬斯勒度量 ( )2F α β α= + 。由此，我们便得到如下定理: 
定理 3.6：芬斯勒度量 ( )2F α β α= + 是局部射影平坦的，当且仅当 

( )2 21 , 1b bα α β β= + = + ， 

其中是α 局部射影平坦的黎曼度量， β 是关于α 的闭的共形 1 形式， b
α

β= 。此时， 

( )2
21 b

F
α β

α

+ +
= 。 
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证明：结合前面的讨论，我们只需再计算 b 与 b 的关系。事实上， 

( )
222 2 2 2

21 1 1
1

ij ij
i j i j

bb b a b b b b a b b
b

−
= = − − − =

−
， 

从而 

( ) ( )2 21 1 1b b− + = ， 

从而由(5)和(8)知 

( )2 2 1 2
2 2

e 1 , 1
1 1

b v b
b b

ρ α βα α α β β β− −= = = + = = = +
− −

， 

定理得证。 
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