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Abstract 
Let G be a finite group and H an abelian Hall π-subgroup of G. Then, there exists g G∈  such that 

( ) g
πO G H H= ∩ . It generalizes Brodkey’s result. In addition, the properties of π-separable groups 

with Abelian Hall π-subgroup are discussed. 
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摘  要 

设G是一个有限群，H是G的一个阿贝尔Hall π-子群，则存在 g G∈ ，使得 ( ) g
πO G H H= ∩ 。本文推广了

Brodkey的结果。另外讨论了具有阿贝尔Hall π-子群的π-可分群的性质。 
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1. 具有阿贝尔 Hall π-子群的有限群  

本文采用的符号和术语都是标准的，按照文[1]。文中所涉及的群都是有限群。 
Brodkey 在文[2]中证明了下面的命题。 
命题 1：设 G 是一个有限群， G 有一个阿贝尔 Sylow p-子群，则存在 ( ), pP Q Sylow G∈ ，使得

( )pO G P Q= ∩ 。 
设π 是有限多个素数的集合，我们把上述结果推广到有限群的 Hall π-子群，得到下面的定理。 
定理 1：设G 是一个有限群，H 是G 的一个阿贝尔 Hall π-子群，则存在 g G∈ ，使得 ( ) gO G H Hπ = ∩ 。 
为了完成定理 1 的证明，我们需要下面的引理。 
引理 1：设有限群G 包含一个幂零 Hall π-子群，如果 M 是G 的所有 Hall π-子群中两两相交最小的，

记 1 2M H H= ∩ ，其中 1H ， 2H 是G 的 Hall π-子群，则 ( )O Gπ 是 M 中正规于 1H 且正规于 2H 的所有子群

中最大的。 
证明：任取 K M≤ 且 1K H ， 2K H 。只需证 ( )K O Gπ≤ 即可。即证对于G 的任意 Hall π-子群 H ，

都有 K H≤ 。考虑 K 的正规化子 ( )GN K 。明显地， ( )1 GH N K≤ 。因此 1H 是 ( )GN K 的幂零 Hall π-子群。

而 ( )GH N K∩ 是 ( )GN K 的一个π-子群。由文 [1]的定理 9.1.10 知道存在某个 ( )Gg N K∈ ，使得

( ) 1
g

GH N K H∩ ≤ 。注意到 ( )2 GH N K≤ ，于是任取 2 2h H∈ ，有 2hK K= 。从而
1

2g h gK K
−

= ，因此

( )2
g

GH N K≤ 。所以 

( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2 2 2 2
gg g g g g g

G GM H H H H H N K H H N K H H H= ∩ = ∩ ≥ ∩ ∩ = ∩ ∩ = ∩  

进而 

( ) ( )
1 1 1

2 2

g gg g gM M H H H H
− − −

= ≥ ∩ = ∩  

根据文[1]的定理 9.1.10 得到
1gH
−
是G 的 Hall π-子群。故由 M 的极小性知

1

2
gM H H
−

= ∩ 。因此
1gK M H
−

≤ ≤ 。从而 gK H≤ 。注意到 ( )Gg N K∈ ，于是 gK K H= ≤ 。证毕。 
定理 1 的证明：因为G 的 Hall π-子群 H 是阿贝尔群，所以根据文[1]的定理 9.1.10 得到G 的 Hall π-

子群都共轭于 H 。于是存在某个 g G∈ ，使得 gH H∩ 是G 的所有 Hall π-子群中两两相交最小的。注意

到 H 和 gH 都是阿贝尔群，因此由引理 1 得到 ( )gH H O Gπ∩ ≤ 。又 ( ) gO G H Hπ ≤ ∩ ，故存在某个 g G∈ ，

使得 ( ) gO G H Hπ = ∩ 。 
推论1：设有限群G 包含一个幂零Hall π-子群，则存在G 的Hall π-子群H ，K ，使得 ( )H K O Gπς ς∩ ≤ 。 
证明：设 M 是G 的任意两个 Hall π-子群之交中最小的。记 :M H K= ∩ ，其中 H ，K 是G 的 Hall π-

子群。显然 H K Mς ς∩ ≤ 且 H K Hς ς∩  ， H K Kς ς∩  。由引理 1 知 ( )H K O Gπς ς∩ 
。 

由推论 1 可以自然地得到下面的推论 2。 
推论 2：设有限群G 包含一个幂零 Hall π-子群且 ( ) 1O Gπ = ，则存在G 的 Hall π-子群 H ， K ，使得

1H Kς ς∩ = 。 
注意到 ( )( ) 1O G O Gπ π = ，应用推论 2 直接得到推论 3。 
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推论3：设有限群G 包含一个幂零Hall π-子群，则存在 ( )G O Gπ 的Hall π-子群 ( )H O Gπ ， ( )K O Gπ ，

使得 ( )( ) ( )( ) 1H O G K O Gπ πς ς∩ = 。 
推论 4：设G 是一个有限群， H 是G 的一个阿贝尔 Hall π-子群，则 ( ) 2: :G O G G Hπ ≤ 。 
证明：设 K 是G 的一个 Hall π-子群，由文[1]的定理 9.1.10 知 H 和 K 是共轭的，故 K 是阿贝尔群。

由定理 1 可得存在某个 g G∈ ，使得 ( ) gO G K Kπ = ∩ 。由文[3]的定理 1.18 知： 
g

g
g

K K
KK

K K
=

∩
 

因此 

( )

2g
g

g

K K H
G KK

O GK K π

≥ = =
∩

 

从而 

( )2

1G
O GH π

≥  

进而 ( ) 2: :G O G G Hπ ≤ 。 
推论 5：设G 是一个有限群， H 是G 的一个阿贝尔 Hall π-子群且

2H G> ，则 ( ) 1O Gπ > 。 
证明：由推论 4 知 ( ) 2: :G O G G Hπ ≤ 。因为

2H G> ，所以 ( ):G O G Gπ < ，因此 ( ) 1O Gπ > 。 
推论 6：设G 是一个有限群，H 是G 的一个阿贝尔 Hall π-子群，如果 H m= ， ( )O G nπ = 且 m n≠ ，

那么 1mG m
n

 ≥ + 
 

。特别地，若 ( ) 1O Gπ = ，则 ( )1G m m≥ + 。 

证明：由定理 1 知存在某个 g G H∈ − ，使得 ( ) gO G H Hπ = ∩  (如果 g H∈ ，则 ( )O G Hπ = ，这就

矛盾于m n≠ 。考虑 ( )O Gπ 在 gH 中的右陪集。 

( ) 1

1

m
n

g
i

i
H O G g x gπ

−

=

=


，其中 ix H∈  

因此
1

1ig x g mH i
n

−  ≤ ≤ 
 

是 H 的不同的共轭类。又
1

ig x g gH H
−

≠ ，因此 H 在G 中的共轭类至少有 1m
n
+

个。故 

( ) 1 1 1G
m m mG N H H m
n n n

     ≥ + ≥ + = +     
     

。 

注记：在推论 6 的条件下，根据推论 4 我们可以得到
( )

2 2H mG
nO Gπ

≥ = 。但是不难发现这一结果不

如推论 6 得到的结果好。 

2. 具有阿贝尔 Hall π-子群的π-可分群 

下面是具有阿贝尔 Hall π-子群的π-可分群的两个定理。首先给出定理中涉及到的符号和需要的引理。 
对任意的有限群 G ，我们用 ( )O Gπ π′ 表示 ( )( )O G O Gπ π ′ 在 G 中的原像。类似地， ( )O Gπ ππ′ ′ 表示

( )( )O G O Gπ π π′ ′ 在G 中的原像。 
引理 2 [4]：设G 是一个π-可分群， ( ) 1O Gπ ′ = ，则 ( )( ) ( )GC O G O Gπ π≤ 。 
定理 2：设G 是一个π-可分群，H 是 ( )O Gπ π′ 的一个阿贝尔 Hall π-子群，如果 ( ) 1O Gπ ′ = ，则 H 是G

的极大正规π-子群， ( )GC H H= 且 :G H 整除 ( )1 !H − 。 
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证明：由定义知道 ( ) ( )O G O Gπ π π′ = 。这表明 ( )O Gπ π′ 是π-群，因此 

( ) ( )H O G O Gπ π π′= =  

从而 H 是G 的极大正规π-子群。由引理 2 知 ( )GC H H≤ 。又 H 是阿贝尔群，故 ( )GH C H≤ 。因此

( )GC H H= 。进一步， ( )GG H G C H AutH= ≤ 。所以 :G H 整除 ( )1 !H − 。证毕。 
定理 3：设G 是一个π-可分群， H 是 ( )O Gπ π′ 的一个 Hall π-子群，如果G 有阿贝尔 Hall π-子群，那

么 ( )G O Gπ ππ′ ′= 。 
证明：断言 ( ) ( )GC H O Gπ π′≤ 。如果 ( ) 1O Gπ ′ = ，则有 ( )O Gπ π′ 的定义知道 

( ) ( )O G O G Hπ π π′= =  

再由引理 2 知 ( )( ) ( )GC O G O Gπ π≤ 可得 ( ) ( )GC H O Gπ π′≤ 。如果 ( ) 1O Gπ ′ > ，对 G 进行归纳。记

( ):G G O Gπ ′= 。由归纳假设知 ( ) ( )GC H O Gπ π′≤ 。注意到 ( ) 1O Gπ ′ = ，因此 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

O G O G O G O G O G O G

O G O G O G O G

π π π π π π π π

π π π π π

′ ′ ′ ′

′ ′ ′

= = =

= =
 

又 ( ) ( )GGC H C H= 。所以 ( ) ( ) ( )GC H O G O Gπ π π′ ′≤ 。故 ( ) ( )GC H O Gπ π′≤ 。断言成立。 
设 N 是G 的包含 H 的阿贝尔 Hall π-子群。明显地， ( )GN C H≤ 。由上述断言知 ( )N O Gπ π′≤ 。又 H

是 ( )O Gπ π′ 的 Hall π-子群，故 H N= 。即 ( )O Gπ π′ 包含G 的 Hall π-子群。因此 ( )G O Gπ π′ 是π ′ -群。进而 

( ) ( )( ) ( ) ( )G O G O G O G O G O Gπ π π π π π ππ π π′ ′ ′ ′ ′ ′= =  

所以 ( )G O Gπ ππ′ ′= 。证毕。 
注意到有限可解群是π-可分群，下面的推论是显然的。 
推论 7：设G 是一个有限可解群，对任意素数集合π ，H 是 ( )O Gπ π′ 的一个 Hall π-子群，如果G 有阿

贝尔 Hall π-子群，则 ( )G O Gπ ππ′ ′= 。 
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