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Abstract 
In this paper, the eigenvalues of Sturm-Liouville problem whose weight function / 1w ≡  depen-
dent on the potential function are studied, and the comparison theorem and domain monotonicity 
are used. 
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摘  要 

本文利用比较定理和定义区间的单调性证明了权函数 / 1w ≡ 的Sturm-Liouville问题的特征值对势函数的

依赖性。 
 
关键词 

Sturm-Liouville问题，势函数，特征值 

 
 

1. 引言 

经典的 Sturm-Liouville (S-L)问题起源于 19 世纪初 Fourier 对热传导问题的数学解决方法。20 世纪 80
年代以来曹之江，孙炯，刘景麟，尚在久，王万义等从不同角度对 S-L 问题进行了大量的研究。文献[1] [2] 
Dauge 和 Helffer 考虑的是二阶 S-L 方程 

( ) ( ), , , , .py qy wy p t k p q w Cλ ∞′′− + = ≤ ∈  

给出了 Neumann 特征值作为端点函数满足方程 ( )2u q wλ λ′ = − ，以及 Dirichlet 特征值作为端点函数满足

方程 2puλ′ ′= − 。证明了最小的 Neumann 特征值作为端点的函数是增加的，当区间长度趋向于零时极限

存在。特别的，最小的 Dirichlet 特征值作为端点的函数是减小的，当区间长度趋向于零时，没有给出是

否有极限。文献[3] [4]统一给出了特征值作为端点的函数满足的方程 ( )2 2p u u q wλ λ′ ′= − + − ，其中u 是

归一化的特征函数。证明了当区间长度趋近于零时，最小的 Dirichlet 特征值趋于无穷大。 
本文的动机来源于文献[5] [6]的工作，他们研究了权函数 1w ≡ 的 S-L 方程 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ], 0,1y x q x y x y x xλ′′− + = ∈  

基于 Dirichlet 边界条件 

( ) ( )0 0, 1 0y y= = , 

证明了以上 S-L 问题的特征值对势函数的依赖性。我们考虑的权函数 1w ≡/ 的 S-L 问题： 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ], 0,1y x q x y x wy x xλ′′− + = ∈  

其中实值函数 ( ) [ ] ( )1 0,1 , 0q x L w x∈ > 且 ( ) [ ]21, 0,1w w x C≡ ∈/ 。 

2. 主要结论 

我们考虑以下权函数 1w ≡/ 的 S-L 问题： 

( ) ( ) [ ]
( ) ( )

, 0,1 ,

0 1 0.

V x w x xϕ ϕ λ ϕ

ϕ ϕ

′′− + = ∈


= =
                          (1) 

其中 

( )
( ) [ )
( ) [ ]

0

0

, 0, ,

, ,1 .

q x x x
V x

q x T x x

 ∈= 
+ ∈

 



郭慕瑶 等 
 

 
257 

( )q x 是连续函数， 0x 是 ( )0,1 中任意固定一点。设 ( )m Tβ 是问题(1)在 [ ]0,1 上的第 m 个特征值 ( )m N∈ 。

可以看出 ( )m Tβ 是T 的函数。再设 mα 是定义在区间 [ ]00, x 上 S-L 问题，即 

( ) ( ) [ ]
( ) ( )

0

0

, 0, ,

0 0.

V x w x x x

x

ϕ ϕ λ ϕ

ϕ ϕ

′′− + = ∈


= =
                         (2) 

的特征值。设 ( ), ,x Tϕ λ 为方程 ( ) ( ) [ ], 0,1V x w x xϕ ϕ λ ϕ′′− + = ∈ 满足初始条件 ( )0, 0ϕ λ = ， ( )0, 1ϕ λ′ = 的

解。当 ( )m Tλ β= 时， ( ), ,x Tϕ λ 为上述 S-L 问题(1)的特征函数。这里 ( )xϕ 是归一化特征函数即满足
1 2

0
, 1w wϕ ϕ ϕ= =∫ 。 
引理 2.1 若T →∞，则对每一个整数m有 ( )( )0 , 0m T

x Tϕ β → 。 
证明：令 ( )m Tβ µ= 。因 ( ),xϕ µ 是满足上述 S-L 方程的解，由文献[7]和文献[8]， ( ),xϕ µ 可表示为： 

( )
( )( )

( ) ( )

( )

( ) ( )( )( )
( )

( ) ( )

0

0

0

1 1
4 4

1 1
4 4

sin d
,

0

sin d d1 d

1

o

x

x

x

x x x

x

T w t t
x

T w w x

T w t t w t t
q

T w x w x

O
T

ξ

µ
ϕ µ

µ

µ
ξ ϕ ξ ξ

µ

µ

−
=

−       

− −
+

−       
 

+   − 

∫

∫ ∫
∫  

因此可以得到 
2

2
d, , , ,
d

w V V
x

µ µ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
 

′′= = − + = − + 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 11

00 0 0
, d d d

1 1 0 0 ,

x xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

′′ ′′ ′ ′ ′ ′− = − = − = − +

′ ′ ′ ′= − + +

∫ ∫ ∫  

其中 λ 为实特征值，有 ( ) ( ), ,x xϕ λ ϕ λ= ，则 

, ,ϕ ϕ ϕ ϕ′′ ′ ′− =  

于是上式可得 

[ ]0,1, , ,I IV Vµ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′= + +  

其中 ( )0 ,1I x= 。故 

[ ]0,1, , ,I IV Vϕ ϕ µ ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′= − −                           (3) 

又因为 

( )
0

12 2, , , , d .I I I II x
V q T q T T q xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + = + = + ∫               (4) 

由(3)和(4)可知， 

[ ]0

12 2

0,1d , , .I Ix
T q x Vϕ ϕ µ ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′+ = − −∫                      (5) 

下面分T → +∞和T → −∞两种情形进行证明： 
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情形 I 当T → +∞时，由 , 0ϕ ϕ′ ′ ≥ 和(5)式知： 

[ ] 0

1 2 2

0,1, d 0I Ix
V q x Tµ ϕ ϕ ϕ ϕ− − − ≥∫ , 

变形得 

[ ] 0 0

1 12 2

0,12
, d dI x x

I

V q x q x

T T

µ ϕ ϕ ϕ µ ϕ
ϕ

− − −
≤ ≤

∫ ∫
                 (6) 

因为
0

1 2 d
x

q xµ ϕ− ∫ 的有界性，所以存在正数 K ，使得 

0

1 2 d
x

K q x Kµ ϕ− ≤ − ≤∫                               (7) 

结合(6)和(7)式知： 

0

1 2

2
d

x
I

q x K
T T

µ ϕ
ϕ

−
≤ ≤

∫
 

即当T → +∞，
2 0Iϕ → 。 

情形 II T → −∞，由
0

1 2, d
x

xϕ ϕ ϕ′ ′ ′= ∫ 的有界性，所以有正数 M 使得 , Mϕ ϕ′ ′ ≤ ，则 

[ ] 0

1 2 2

0,1, d ,I Ix
V q x T Mµ ϕ ϕ ϕ ϕ− − − ≤∫  

[ ] 0 0

1 12 2

0,12
, d dI x x

I

V q x M q x M

T T

µ ϕ ϕ ϕ µ ϕ
ϕ

− − − − −
≤ ≤

∫ ∫
               (8) 

因为
0

1 2 d
x

q xµ ϕ− ∫ 的有界性，故存在正数 1K ，有 

0

1 2
1 1d

x
K q x M Kµ ϕ− ≤ − − ≤∫  

当T → −∞时有 

0

1 2

1 1
d

x
q x MK K

T T T

µ ϕ− − −
≤ ≤

∫
                            (9) 

结合(8)和(9)式知： 

0

1 2

2 1
d

x
I

q x M K
T T

µ ϕ
ϕ

− − −
≤ ≤

∫
 

即当T → −∞时，
2 0Iϕ → 。 

综合上述两种情形有：T →∞时，
2 0Iϕ → 。由于

0

12 2 dI x
xϕ ϕ= ∫ ，所以

0

1 2 d 0
x

xϕ →∫ 。 

可知 ( )xϕ 是区间 [ ]0 ,1x 上每个点都收敛到 0 的连续函数，故 ( )( )0 , 0m T
x Tϕ β → 。 

引理 2.2 当T →∞时， ( )m lTβ α→ ，其中 ( )m Tβ 为问题(1)的特征值， lα 为问题(2)的特征值。 
证明：分两种情形讨论： 
情形 I 当T → +∞时，由比较定理得 ( )m Tβ 是T 的单调递增函数。由定义区间单调性有： ( )m mTβ α≤ ，

因此当T → +∞时， ( )m Tβ 有极限。由引理 2.1 可得： 

( )( ) ( )0 , 0mx T Tϕ β → →∞  
因为 ( )0 ,x tϕ 是 t 的连续函数，再由 ( ),xϕ µ 表达式可知： ( )0 , 0x tϕ = 。则 t 是区间 [ ]00, x 上的特征值，且
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( )m Tβ 趋近于其中某一个特征值，即存在 l 使得 ( )lim
m lT

Tβ α
→+∞

= 。 
情形 II 同理可得 ( )lim

m lT
Tβ α

→−∞
= 。 

引理 2.3 当T → +∞时， ( )m mTβ α→ ；当T → −∞时， ( ) 1m mTβ α −→ 。 
证明：由引理 2.2 的结论：当T →∞时， ( )m lTβ α→ 。下面证明 l m= 即可。运用数学归纳法，分

两种情形证明： 
情形 I 设 1m = 时，因为 ( )1 1Tβ α≤ 且 1α 无零点，故有 ( )

1 1lim
T

Tβ α
→+∞

= 。又设 m k< 时有，有

( )lim
m mT

Tβ α
→+∞

= ，因为 ( ) ( ) ( )1 k kk T Tβ β α− ≤ ≤ 。 
由 ( )( ), kx Tϕ β 的表达式可知 ( )( )1, 0k Tϕ β = ，所以 ( )( ), kx Tϕ β 在 [ )0 ,1x 无零点。由定义区间的单调

性和零点定理(可参考文献[9])知： ( )( ), kx Tϕ β 比 ( )( )1, kx Tϕ β − 多一个零点。当T → +∞时， ( )( ), kx Tϕ β 在

[ )0,1 中所以零点都在 [ ]00, x 中。且当 ( )( ), kx Tϕ β 和 ( )( )1, kx Tϕ β − 穿过 x 轴时，因为 S-L 问题的特征函数

无重根，故 ( )( ), kx Tϕ β 和 ( )( )1, kx Tϕ β − 有相反的符号。由引理 2.1 可知 ( ),x tϕ 在每个零点处都与 x 轴相

交，所以 1kβ − 和 kβ 在 [ ]00, x 的某些特征值两侧。 
则当T → +∞时， ( ) 1k kTβ α −> 。根据单调有界原理得， ( )lim

m mT
Tβ α

→+∞
= 。 

情形 II 同理可得当T → −∞， ( ) 1k kTβ α −> 。根据单调有界原理得 ( ) 1lim
m mT

Tβ α −→−∞
= 。 

下面叙述并证明本文的结果如下： 
定理 2.1 设 ( )m Tβ 为问题(1)的特征值， mα 为问题(2)的特征值，则 ( )lim m mT

Tβ α
→+∞

= ；特别的，存在 0T ，

使得 0T T≥ 时有 ( )
0

lim m mT T
Tβ α

≥
= 。 

证明：考虑方程 ( )0 ,x t hϕ = ，若 0h = ，那么 t 是 [ ]00, x 中的一个特征值。由文献[7]可知 ( ),xϕ µ′ 的

方程为 

( ) ( )

( )
( )( )

( )

( ) ( )
( )( )

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )

0

0

0 0

0

1
4

1
4

1 5
4 4

1
4

1
4

, cos d
0

1 sin d
4 0

cos( d d
d

1

x

x

x

x

x

x x x

x

w x
x T w t t

w

w x
T w t t

T w w x

T w t t w t t
w x q

w

O
T

ξ

ϕ µ µ

µ
µ

µ
ξ ϕ ξ ξ

ξ

µ

  ′ = −
  

′
− −

−       

− −
+   

  
 

+   − 

∫

∫

∫ ∫
∫

 

故由 ( ),xϕ µ′ 的方程可知，对 [ ]00, x 中的任意特征值 mα ，有 

( ) ( )0d d , 0.mt xϕ α ≠  

如 果 0h → ， 由 隐 函 数 定 理 ： 存 在 唯 一 的 函 数 ( )hν 使 得 ( ) ( )( )00 , ,m x h hν α ϕ ν= = 。 所 以

( ) ( ) ( ) ( )( ) 1
0d d d d ,h h t xν ϕ ν

−
= 是有界的，存在正数 D ，使得 ( ) mh Dhν α− ≤ 。 

由引理 2.3 可知， ( )lim
m mT

Tβ α
→∞

= 。因为 ( )m Tβ 和 ( )( )h Tν 有相同的极限，且是方程 ( ) ( )0 ,m T x tϕ ϕ=

的解。所以当T 充分大时，有 ( ) ( )( )m T h Tβ ν= 。 
由引理 2.1 可知，当T →∞时，存在 ε 使得 ( )m Tϕ ε≤ ，选取 

( )0 , mT T h Dhν α≥ − ≤  (对所有 h ε< ) 

因为 ( ) ( )( )m mT h Tβ ν= 。当 0T T≥ ，有 ( )m mT Dβ α ε− ≤ 。所以 ( )
0

lim m mT T
Tβ α

≥
= 。 
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类似的可以得到定理 2.2。 
定理 2.2 设 ( )m Tβ 为问题(1)的特征值， mα 为问题(2)的特征值，则 ( ) 1lim m mT

Tβ α −→−∞
= ；特别的，存在

0T ，使得 0T T≤ 时有 ( )
0

1lim m mT T
Tβ α −≤

= 。 

证明：按照定理 2.1 的证明可证得该定理。 
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