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Abstract 
Let G be a π-separable finite group, K and H respectively a subgroup and any Hall π-subgroup of G. 
Alexandre Turull gets the divisibility relation between the number of Hall π-subgroups of G and 
that of K by using the calculation formula about the number of Hall π-subgroup. It is obtained the 
form of certificate by using the elementary method. 
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摘  要 

设G是有限π-可分群，H是G的任意Hall π-子群，K是G的子群。Alexandre Turull利用Hall π-子群的计算

公式得到G的Hall π-子群H的个数可以被其子群K的Hall π-子群的个数整除这一关系。本文用初等方法证
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明了该结论。 
 
关键词 

Hall π-子群，有限π-可分群，整除 

 
 

1. 引言 

设G 是有限群，π -是素数集， H 是G 的任意 Hall π -子群， K 是G 的子群。本文的符号是标准的，

见[1]，记G 的 Hall π -子群个数为 ( )Gπν ， K 的 Hall π -子群个数为 ( )Kπν 。当G 是π -可分群时，有

( ) ( ): GG G N Hπν = ，且 ( )Gπν 为非负整数，其中 ( )GN H 是 H 在G 中的稳定子群，很显然有不等关系

( ) ( )K Gπ πν ν≤ ，另由文[1]可知 ( ) ( )K Gπ πν ν 。为了更清楚的反映这一整除关系，本文用初等方法证明

了该结论。 

2. 主要结果 

定理 1 设π 为素数集，G 为有限π -可分群， K 是G 的子群，则 ( ) ( )K Gπ πν ν 。 
为了完成定理 1 的证明，我们需要下面的引理。 
引理 1 设G ， A 均为有限群，且 A 互素作用在G 上， K 为G 的 A -不变子群，令 ( )GC C A= ，则

: :C C K G K∩ 。 
文[2]引理 2.1 中对π 中仅有一个素数的情形进行了证明，该结论推广到由有限多个素数构成的集合

π 上也是成立的，见[2]。 
引理 2 设 N 是有限π -可分群G 的正规子群， H 是 N 的 Hall π -子群，则 ( )GG N H N= 。 
证明：设群G 通过共轭作用在集合 ( )Hall NπΩ = 上，由于 H N≤ ，则对任意 g G∈ ，有 g gH N N⊆ = ，

于是 ( )gH Hall Nπ∈ 。对于有限π -可分群，所有的 Hall π -子群均共轭，同时，有限π -可分群的子群仍

是π -可分群，见[3]。因此，存在 n N∈ 满足 gnH H= ，从而 ( )Ggn N H∈ ，即 ( ) ( )1
G Gg N H n N H N−∈ ⊆ ，

因此 ( )GG N H N= 。 
引理 3 设G 是有限π -可分群， ( )H Hall Gπ∈ 。若 H M G⊆ ⊆ ，则 ( ) ( ): :G MN H N H G M 。 

证明：对G 的阶进行归纳。 
一方面，设G 的非平凡正规子群是 N ，满足G N 为π ′ -群，记V M N= ∩ 。由 N G 及 ( ): , 1G N H = ，

则有 H 含于 N ，见[4]，因而 H V M N N G≤ = ∩ ≤ < ，根据归纳假设得 
( ) ( ): :N VN H N H N V 。因为 N 是G 的正规子群及 H 为 N 的 Hall π -子群，由引理 2 可得 ( )GG N H N= ，

同理有 ( ) ( )MM M N N H= ∩ ，因此 ( )MNM NN H= 。 

又因为 ( ) ( )NM NMN H N H NM= ∩ ，且 ( )MNM NN H= ，可得 ( ) ( ) ( )NM N MN H N H N H= ，于是

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ): : :G M G NM N VN H N H N H N H N H N H= ，而对于G ，有 ( ) ( )GG NM N H= ，于是 NM 在G

中的指数等于 ( ) ( ):G NMN H N H ，因此 

( ) ( ) ( ) ( ): : :G M N VN H N H G NM N H N H=  

由归纳假设所得的整除关系可知 ( ) ( ): : :G MN H N H G NM N V ，而 : :N V NM M= ，故有 

( ) ( ): :G MN H N H G M 。 
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另一方面，设G 的非平凡正规子群是 N ，满足G N 为π -群，记W M N= ∩ 。由于 H N∩ 为 N 的

Hall π -子群及 H N W N G∩ ≤ ≤ < ，根据归纳假设得 

( ) ( ): :N WN H N N H N N W∩ ∩  

由题设条件知G M G H≤ ，于是 : :G M G H ，其中 H 在G 中的指数为π ′ -数，故 M 在G 中的指

数也为π ′ -数，于是 :G M 与 :G N 互素，进而G MN= 。由同构定理有 N W G M≅ ，于是 M 在G 中的

指数能被 ( ) ( ):N WN H N N H N∩ ∩ 整除。 

现设 ( )0 GG N H N= ∩ ， 0 0M G M= ∩ ，显然 H 在 G 中的稳定子含于 0G 。假设 01 G G< < ，有

( ) ( )
0 0 0 0: :G MN H N H G M ，因 ( ) ( )G GN N N N H N≤ ≤ ∩ ，有 0G G M= ，进而有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

: : :G M G M M G MN H N H N H N H N H N H N H= =  

故 ( ) ( ) 0 0: :G MN H N H G M 。由于 H 含于 ( )MN H N∩ 及G HN= ，有 

( ) ( ) ( ) ( )0 0: : :G M N WG M N H N N H N N H N N H N= ∩ ∩ = ∩ ∩  

因此 ( ) ( ): :G MN H N H G M 。 

现设 N N N H= ∩ ，其中 N H∩ 为G 的正规子群，则 H 在 N 上互素作用。令 ( )GN N H C∩ = ，则

( )NC C H= ，而 ( )WC W N H∩ = ，于是 ( ) ( ): :N WN H N H C C W= ∩ 。 

又因为G MN= ，由前一种情形可得 ( ) ( ) ( )G M NN H N H N H= ，因此，根据同构定理可得到 

( ) ( ) ( ) ( ): :N W G MN H N H N H N H=  

进而有 ( ) ( ): :G MN H N H C C W= ∩ ，同理 : :G M N W= 。对于W ，它是 N 的 H -不变子群，由

引理 1 可得 : :C C W N W∩ ，因此 ( ) ( ): :G MN H N H G M 。 

定理 1 的证明：对 K 在G 中的指数 :G K 进行归纳。 
设 K H G< < ，其中 H 为有限π -可分群。由归纳假设可知 ( ) ( )K Hπ πν ν 。现不妨设 K 为G 的极大

子群，对于π -可分群G 来讲，任取 p π∈ ，K 在G 中的指数有两种情形，或为 p 的方幂数或不能被 p 整

除。 
若 : rG K p= ，这里的 r 是正自然数。设T 为G 的 Hall π -子群，Q 为 K 与T 的交集，则 K T∩ 在 K

中的指数等于T 在G 中的指数，由此可知 :K K T∩ 为π ′ -数，于是 ( )Q Hall Kπ∈ ，而其中的G KT= 是

因为 ( ): , : 1G K G T = 。由于 ( )GN T G≤ 及 ( )GT N T≤ ，可得 ( )GG KN T= ，于是有 

( ) ( ): :G KG N T K N T= ，而对于 ( ): KK N T 可被 ( ): KK N Q 整除，这是因为 ( ) ( )K KN T N Q≤ 。因此

( ) ( ): :K GK N Q G N T ，即 ( ) ( )K Gπ πν ν 。 

若 | | : |p G K/ ，设 ( ) ( )S Hall K Hall Gπ π∈ ⊆ ，此时 S K G⊆ ⊆ ， S 为G 的 Hall π -子群，由引理 3 可

知 ( ) ( ): :G KN S N S G K ，从而 ( ) ( ): :K GK N S G N S ，即 ( ) ( )K Gπ πν ν 。 
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