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Abstract 
A compact finite difference scheme is presented for Sobolev equations. It is proved by the discrete 
energy method that the compact scheme is unconditionally stable and convergent in L∞  norm, 

and the order of convergence is ( )+2 4O hτ . The numerical experiment results show that the 
theory is accurate. 
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摘  要 

本文对Sobolev方程提出了一个紧致差分格式。并用能量方法证明了该差分格式是以无穷模范数无条件
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收敛和稳定的，收敛阶为 ( )+2 4O hτ 。数值实验结果验证了理论分析的正确性。 
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1. 引言 

考虑常系数 Sobolev 方程的定解问题： 

( ) ( ) ( ]
2 2 2 2

2 2 2 2 , , , , , 0, ;t tu uu u u f x y t x y t T
t x y x y

ε γ
   ∂ ∂∂ ∂ ∂

− + − + = ∈Ω×   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
                 (1) 

( ) ( ) ( ) ( ], , , , , , , 0, ;u x y t x y t x y t Tϕ= ∈∂Ω×                              (2) 

( ) ( ) ( )0, , 0 , , , .u x y u x y x y= ∈Ω                                   (3) 

其中u 为未知函数，T 为终结时间， ,ε γ 为正常数， ( ), ,f x y t 、 ( ), ,x y tϕ 、 ( )0 ,u x y 分别为为源函数、边

值与初值，且都是已知函数， t
uu
t

∂
=
∂

， [ ] [ ], ,a b a bΩ = × 。 

Sobolev 方程是一个重要的数学物理方程，被用来描述流体穿过岩石或土壤及不同介质中的流体运动，

土壤中湿气的迁移等[1] [2] [3]。由于实际问题中 Sobolev 方程的源函数、初边值或计算域会很复杂，故有

效的求解方法是求其数值解。 
关于二维常系数 Sobolev 方程定解问题(1)~(3)的数值求解，有很多这方面的研究。[4]-[10]提出了

H1-Galerkin 混合有限元方法、最小二乘 Galerkin 有限元方法、时间间断的 Galerkin 有限元方法、最低阶

的半离散和全离散混合有限元方法以及有限体积元方法等来求解。对于求解 Sobolev 方程定解问题最有效

方法之一的有限差分方法，罗振东等[11]提出基于 POD (奇异值分解和特征投影分解)降阶外推差分算法。

先建立全二阶 Crank-Nicolson 隐格式，再基于 POD 方法对 C-N 格式的降阶外推得到新的差分格式。此格

式有效的减少了计算过程中的误差积累，提高了计算效率。但这些处理方法的时间及空间精度均不超过 2
阶。显然，对问题(1)~(3)研究高精度的数值方法有着重要的实际意义，但就我们的阅读所及，还未见这方

面的研究。本文对问题(1)~(3)提出了一个紧致差分格式，证明了该差分格式的解以无穷模范数无条件收敛，

且收敛阶是 ( )2 4O hτ + 。数值实验结果表明理论结果是正确的。在数值计算时，系数矩阵为三对角块矩阵，

我们采用块三对角追赶法求解以提高计算效率。 

2. 差分格式的建立 

2.1. 一些记号 

首先对区域 ( ]0,TΩ× 上进行网格剖分。引入 

符号 ( ){ },  ,  0 ,  ;  ,  0 ;  , 0 , ;i j k h i jx a ih y a jh i j m t k k n x y i j mτ= + = + ≤ ≤ = ≤ ≤ Ω = ≤ ≤ { }0kt k nτΩ = ≤ ≤ 。

其中 ,  ,  b a Th h
m n

τ τ−
= = ⋅ 分别表示空间步长与时间步长， ,m n 取整数。设指标集 { }0,1,2 ,P m= 

{ }0,P m∂ = 。 

设 { }, 0 , , 0k
i ju u i j m k n= ≤ ≤ ≤ ≤ 为 h τΩ ×Ω 上的网格函数，记 ( ), , ,k

i j i j kU u x y t= ，类似地定义网格函数

{ }, 0 , ,0k
i jU U i j m k n= ≤ ≤ ≤ ≤ 。 
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引入如下记号： 

( ) ( ), 1, , , , 1 ,
1 1,  ,k k k k k k

x i j i j i j y i j i j i ju u u u u u
h h

δ δ+ += − = −  

( ) ( )2 2
, 1, , 1, , 1 , , 1

1 12 ,  2 ,k k k k k k k k
x i j i j i j i j y ij i j i j i ju u u u u u u u

h h
δ δ+ − + −= − + = − +  

( ) ( )1 1 1
, , , , , ,

1 1,  ,
2

k k k k k k
t i j i j i j t i j i j i ju u u u u uδ

τ τ
+ − +∆ = − = −  

( ) ( ) ( )
1

1 2 2 2 2
,

2
,, , , ,,

1 ,  ,  ,
2

k k k
i j i j i j h x

k k k k
i j i j iy h x yj i ju u u B Au u u uδ δ δ δ

− −= + ∆ = + Λ = +  

, , ,

2

,

2

,
2 2

,,  ,  
12 12

.k k k k k k
i j i j i j i j i j i jx y hu u u u u uh hA I B I H ABδ δ

   
= + = + =   
   

 

设 { }, 0 , , 0k
i ju u i j m k n= ≤ ≤ ≤ ≤ 为 h τΩ ×Ω 上的网格函数，定义范数： 

( ) ( )
1 1 1 1 1 222 2 2 2 2 2

, , ,
, 1 0 1 1 1

,  ,  ,
m m m m m

i j x x i j x x i j
i j i j i j

u h u u h u u h uδ δ δ δ
− − − − −

= = = = =

= = =∑ ∑∑ ∑∑  

( ) ( )
1 1 1 1 222 2 2 2

, ,
0 0 1 0

,  .
m m m m

x y x y i j y x y x i j
i j i j

u h u u h uδ δ δ δ δ δ δ δ
− − − −

= = = =

= =∑∑ ∑∑  

类似的可以定义： 2 2, , , .y y y x x yu u u uδ δ δ δ δ δ  

我们还用到： 

( )
1 1 22

, ,1 ,1 1
, max .

m m

h h i j i ji j mi j
u h u u

− −

≤ ≤= =

∆ = ∆∑∑  

2.2. 差分格式 

在点 1
2

, ,i j k
x y t

−

 
  
 

处考虑微分方程(1) 

( )

2 2 2 2

1 1 12 2 2 2
2 2 2

1
2

, , , , , ,

, , , 1 , 1;1 1 .

t t
i j i j i jk k k

i j k

u uu u ux y t x y t x y t
t x y x y

f x y t i j m k n

ε γ
− − −

−

        ∂ ∂∂ ∂ ∂
− + − +             ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

 
= ≤ ≤ − ≤ ≤ −  

 

                (4) 

由 Taylor 展开式 

( )1 2
1 ,
2

, , ,k
i j t i jk

u x y t u O
t

δ τ−

−

 ∂
= +  ∂  

                                 (5) 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2
1 12 2 2
2

1, , , , , , ,t
i j i j k i j kk

u u ux y t x y t x y t O
x x x

τ
τ −

−

   ∂ ∂ ∂
= − +    ∂ ∂ ∂  

                    (6) 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2
1 12 2 2
2

1, , , , , , ,
2i j i j k i j kk

u u ux y t x y t x y t O
x x x

τ−
−

   ∂ ∂ ∂
= + +    ∂ ∂ ∂  

                    (7) 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2
1 12 2 2
2

1, , , , , , ,t
i j i j k i j kk

u u ux y t x y t x y t O
y y y

τ
τ −

−

   ∂ ∂ ∂
= − +    ∂ ∂ ∂  

                    (8) 
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( ) ( ) ( )
2 2 2

2
1 12 2 2
2

1, , , , , , ,
2i j i j k i j kk

u u ux y t x y t x y t O
y y y

τ−
−

   ∂ ∂ ∂
= + +    ∂ ∂ ∂  

                    (9) 

( ) ( )
2

2 4
,2 , , ,k

i j k x i j
uA x y t U O h

x
δ∂

= +
∂

                                (10) 

( ) ( )
2

2 4
2 , , .k

i j k y ij
uB x y t U O

y
δ τ∂

= +
∂

                                (11) 

将(5)~(9)式代入(4)式得到： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2
1

, 1 12 2 2 2

2 2 2 2

1 12 2 2 2

2
1
2

, , , , , , , ,

   , , , , , , , ,
2 2

, , .

k
t i j i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

i j k

u u u uU x y t x y t x y t x y t
x x y y

u u u ux y t x y t x y t x y t
x x y y

f x y t O

ε εδ
τ τ

γ γ

τ

−
− −

− −

−

   ∂ ∂ ∂ ∂
− − − −   ∂ ∂ ∂ ∂   
   ∂ ∂ ∂ ∂

− + − +   ∂ ∂ ∂ ∂   
 

= +  
 

           (12) 

对(12)式左乘算子 AB，再利用(10)和(11)，因算子 A、B 可交换，故有： 

( )

( ) ( )

1 1
1 2 1 2 1 2 22 2

, , , , ,

1
2

1 2 ,, , , 1 , 1;0 1 .

k kk k k
t i j x t i j y t i j x i j y i j

k

i j k i j

AB U B U A U B U A U

ABf x y t R i j m k n

δ ε δ δ δ δ γ δ δ
− −− − −

−

−

 
− + − +  

 

= + ≤ ≤ − ≤ ≤ −

                   (13) 

即： 

( )

1 1
1 1 2 2

, , , 1 ,
2

, , ,

1 , 1;0 1 .

k kk k
h t i j h t i j h i j h i j i jk

H U U U H f x y t R

i j m k n

δ ε δ γ
− −− −

−

 
− Λ − Λ = +  

 
≤ ≤ − ≤ ≤ −

                      (14) 

其中 ( ) ( )
1

2 42
, , 1 , 1;0 1 .
k

i jR O h i j m k nτ
−

= + ≤ ≤ − ≤ ≤ −  

由(2)~(3)初边值条件，我们可以得到： 

( ) ( ), , , , , ;0 .k
i j i j kU x y t i j P k nϕ= ∈∂ ≤ ≤                               (15) 

( ) ( )0
, 0 , , 1 , 1 .i j i jU u x y i j m= ≤ ≤ −                                  (16) 

略去小量项
1
2

,

k

i jR
−
，将

1
1 2

, ,,
kk

i j i ju u
−− 替换

1
1 2

, ,,
kk

i j i jU U
−− ，得到定解问题(1)~(3)的紧致差分格式： 

( )

1 1
1 1 2 2

, , , 1 ,
2

, , ,

1 , 1;0 1 .

k kk k
h t i j h t i j h i j h i j i jk

H u u u H f x y t R

i j m k n

δ ε δ γ
− −− −

−

 
− Λ − Λ = +  

 
≤ ≤ − ≤ ≤ −

                     (17) 

( ) ( ), , , , , ;0 .k
i j i j ku x y t i j P k nϕ= ∈∂ ≤ ≤                              (18) 

( ) ( )0
, 0 , , 1 , 1 .i j i ju u x y i j m= ≤ ≤ −                                 (19) 

3. 数值解的先验估计 

引理 1：设 { }, 0 ,i ju u i j m= ≤ ≤ 为 hΩ 上的网格函数，且 , 0i ju = ， (i P∈∂ 或 )j P∈∂ ，则有：
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2 2
2

4
xu u

h
δ ≤ 。 

证：

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 12 22 2 2
, 1, ,2

0 1 0 1

1 1 12 2 22 2 2
1, , ,2 2 2

0 1 , 1

1

1 4 4          2 2 .

m m m m

x x i j i j i j
i j i j

m m m

i j i j i j
i j i j

u h u h u u
h

h u u h u u
h h h

δ δ
− − − −

+
= = = =

− − −

+
= = =

 
= = − 

 
    ≤ + = =        

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑
 

类似的 y 方向也有相同的结论。 
引理 2 [12]：设 { }, 0 ,i ju u i j m= ≤ ≤ 为 hΩ 上的网格函数，则 hu c u

∞
≤ ∆ 。 

引理 3 [12]：对于时间序列{ }0 1 2, , ,u u u 和
1 3 1
2 2 2, , ,

N
g u u

−  
 
  


，任意的 0q > 。有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 21 1 11 12 2 2 21 02 2 2

1 1 1

12 .
k k kl kl l k l

t t
l l l

g u u u u q g g g
q

τ δ τ τ
− −− −−

= = =

       ≤ + + + + ∆ +               
∑ ∑ ∑  

引理 4 [12]：假设{ }0ng n ≥ 是一个非负序列， 0Φ ≥ ，并且非负序列{ }0nE n ≥ 满足 
1 1

0

0 0
, 0.

n n
n l l

l l
E E g nτ τ

− −

= =

≤ Φ + + ≥∑ ∑  

那么 nE 满足
1

0

0
, 0

n
n n l

l
E e g nτ τ

−

=

 ≤ Φ + ≥ 
 

∑ 。 

定理 1：设 { }, 0 , , 0k
i ju u i j m k n= ≤ ≤ ≤ ≤ 为差分方程 

( )
1 1

1 1 2 2
, , , , , 1 , 1;0 1 .

k kk k
h t i j h t i j h i j i jH u u u g i j m k nδ ε δ γ

− −− −− Λ − Λ = ≤ ≤ − ≤ ≤ −  

( ), 0, , ;0 .k
i ju i j P k n= ∈∂ ≤ ≤  

( )0
, , , 1 , 1i j i ju i j mφ= ≤ ≤ −  

的解，其中
1
2

, 1
2

, ,
k

i j h i j k
g H f x y t

−

−

 
=   

 
，那么 

2 21 112 2 20 2 2
2 2 2

1

12 12 127 .
k kk n l

h h t
l

u e u g g gτ τ
γ γ γ

− −

=

 
 ∆ ≤ ∆ + + ∆ +
 
 

∑                  (20) 

证：在差分方程两边分别与 12 k
h tuδ −− ∆ 作内积，得： 

.I II III IV+ + =                                        (21) 

其中 , , ,I II III IV 计算分别如下， 
由引理 1，有： 

( )
2 2 4

1 1 2 2 2 2 1 2 2 1

2 2 42 2 2 21 2 1 1 2 1

2 2 42 2 2 21 2 1 1 2 1

2 , 2 ,
12 12 1

2

44

2
6 6 72

  2
6 6 72

3

k k k k
h t h t x y x y t x y t

k k k k
x t x t x y t x y t

k k k k
y t y t x y t y

x

x t

h h hI H u u I u u

h h hu u u u

h h hu u u u

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

δ

− − − −

− − − −

− − − −

 
= − ∆ = − + + + + 

 

= − − +

+ −

≥

− +

2 21 12 0.
3

k k
t y tu uδ δ δ− −+ ≥

         (22) 
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由引理 1，有： 

( )
2

1 1 2 2 2 2 1 2 2 1

22 2 2 22 1 2 1 1 2 1

2 22 1

2 2 2 22 1 2 1 1 1

2 , ,
6

2 2 4
3

  
3

82 2

2

4
3

k k k k
h t h t x y x y t x y t

k k k k
x t y t x y t x y t

k
y x t

k k k k
x t y t x y t x y t

hu u u u

hu u u u

h u

u

I

u

I

u u

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

εε δ δ ε δ δ ε δ δ δ δ δ δ

ε δ δ δ

εε δ δ ε δ δ ε δ δ δ δ δ δ

ε ε− − − −

− − − −

−

− − − −

 
Λ ∆ + + + 

 

= + + −

−

+ + −

= =

≥ ≥ 0.

              (23) 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 21

2 2 2 2

1
12

2 1 1
2 2 2 2 2 2

2
2 2 1 2

1 2 2 1

2

2

2
2

2

2 1

1

2 ,

2 ,
6 2

,

 

6

6

6

k k
h h

k k k k
h h x y x y

k k
h h t

k k k k

x y x y x y

k k k k
x y x

k k
x y x

y

y

u u

III u u

h u u

u u

u u

h u u u u

h u

h u u

u

γ γ
τ τ

γ γ δ δ δ δ
τ τ
γ δ δ

γ δ

γ δ δ δ δ δ δ
τ

δ δ δ

δ δ

δ

τ

−

− −

− −

−

− −

− −

= ∆ − ∆ +

= Λ ∆

    + −
= + + +    

    

+ +

= −

−

−

∆ − ∆ −

−( )2
.

               (24) 

( )1
1 11 1

22 2
, ,

1 1

12 , 2 .k k
h t h t i

M Mk k

j
i

ji
j

IV g hu ugδ δ
− −− −

=

− −

=

= − = −∆ ∆∑ ∑                        (25) 

将(22)~(25)代入(21)，然后不等式两边同乘以τ ，得： 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 21 2 2 1

11 12 22 2 1 2 2
, ,

1 1

2

2
1

6

2 .
6

k k k k
h h x y x y

M M kk k
y x y x i j

i j

k
h t i j

u u u u

uh u g

h

h u

γγ δ δ δ δ

γ δ δ τ δδ δ −

− −

− − −−

= =

∆ − ∆ − −

− − ≤ ∆− ∑ ∑
                    (26) 

令 ( )2 22 2
2

2

6
k k

x
k k

h y y x
hE u u uγ δ δ δγ δ+= ∆ − 。则(26)式有： 

( )
11 1

2 2
,

1

1 1
,

1
2 .

M M k

i j
k k k

h
i

t j
j

iE E uh g δτ
− − −

=

− −

=

− ≤ ∆− ∑ ∑  

递推之即得： 

( )0 2 1
,

11 1
2

,
11 1

2 .
k

k k
M M

h t i j

l

i j
il j

E ugE hτ δ
− − −

= =

−

=

− ≤ − ∆∑ ∑∑  

由引理 3，取
6q
γ

= ，有： 

2 21 11 12 2 2 20 0 2 2

1 1

6 6 6 .
6 6 6

k k kk l k l
h h h t

l l
E E u u u g g gγ γτ γ τ

γ γ γ

− − −

= =

≤ + ∆ + ∆ + ∆ + + ∆ +∑ ∑           (27) 

又因为 ( )2 22 2
2

2

6
k k

x
k k

h y y x
hE u u uγ δ δ δγ δ+= ∆ − 。由引理 1 
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( )22 2 22 22 22 2 1 .
3 36

k k
x y y

k k k k k
h h h hxu uhE u u u uγ δγ δ δ δ γ γ γ= ∆ − ∆ − ∆ = ∆+ ≥  

故： 
2 2

3
.1 k k k

h hu E uγ γ∆ ≤ ≤ ∆  

由上式及(27)式，有 
2 21 11 12 2 2 2 2 20 0 2 2

1 1

1 2 2 2 .
3 6 6 6

k k kk l k l
h h h h h t

l l
u u u u u g g gγ γτ γ τγ γ

γ γ γ

− − −

= =

∆ ≤ ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + + ∆ +∑ ∑  

将
2

6
k

hu
γ

∆ 移项，不等式两边再同乘以
6
γ
，有： 

2 21 11 12 2 2 20 2 2
2 2 2

1 1

12 12 127 .
k k kk l l

h h h t
l l

u u u g g gττ
γ γ γ

− − −

= =

∆ ≤ ∆ + ∆ + + ∆ +∑ ∑  

又由引理 4，有： 
2 21 112 2 20 2 2

2 2 2
1

12 12 127 .
k kk n l

h h t
l

u e u g g gτ τ
γ γ γ

− −

=

 
 ∆ ≤ ∆ + + ∆ +
 
 

∑  

4. 差分格式的收敛性与稳定性 

定理 2：设 ( ){ }, , , , 0u x y t a x y b t T≤ ≤ ≤ ≤ 为定解问题(1)~(3)的解，{ }, 0 , , 0k
i ju i j m k n≤ ≤ ≤ ≤ 为差分

格式(17)~(19)的解，记 ( ), ,, , ,0 , ,0k k
i j i j k i je u x y t u i j m k n= − ≤ ≤ ≤ ≤ 。 

那么
 

( )2 4 .ke O hτ
∞
= +  

证：式(14)~(16)减去(17)~(19)得到误差方程 

( )
1 1

1 1 2 2
, , , , , 1 , 1;0 1 .

k kk k
h t i j h t i j h i j i jH e e e R i j m k nδ ε δ γ

− −− −− Λ − Λ = ≤ ≤ − ≤ ≤ −                    (28) 

( ), 0, , ;0 .k
i je i j P k n= ∈∂ ≤ ≤                                  (29) 

( )0
, 0, 1 , 1 .i je i j m= ≤ ≤ −                                    (30) 

由定理 1 的(20)式和引理 2，则存在常数 c，有： 
2 21 112 20 2 2

2 2 2
1

2 12 12 127 .
k kn l

h t
l

k e e Rc Re Rτ τ
γ γ γ∞

− −

=

 
 ∆ + + ∆ +


≤


 
∑  

又由 ( ) ( )
1

2 4 02
, ,, 0, 1 , 1;0 1 .
k

i j i jR O h e i j m k nτ
−

= + = ≤ ≤ − ≤ ≤ − 故： 

( )2 4 .ke O hτ= +  

类似地，可以证明数值解的稳定性。 
定理 3：在定理 2 的条件下差分格式(17)~(19)的数值解依无穷模范数无条件稳定。 
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5. 数值算例 

( ) ( )
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

110 21π sin π sin π ,
2

t
t tu uu u u e x y

t x y x y
   ∂ ∂∂ ∂ ∂  − + − ⋅ + = +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

 

( ) ( ], , 0,1 ;x y t ∈Ω×  

( ) ( ) ( ], , 0, , , 0,1 ;u x y t x y t= ∈∂Ω×  

( ) ( ) ( ) ( )0 , sin π sin π , , .u x y x y x y= ∈Ω  

其中 [ ] [ ]0,1 0,1Ω = × ，定解问题的精确解 ( ) ( ) ( )2, , sin π sin π
t

u x y t e x y= 。 

表 1 给出了取不同步长时数值解的误差 

( ) ( ) ,0 0 ,
, max max , , .k

i j k i jk n i j m
E h u x y t uτ

∞ ≤ ≤ ≤ ≤
= −  

其中 2hτ = 。为了验证此格式收敛阶为 ( )2 4O hτ + ，利用公式 

( ) ( )( )
( )

1 1 2 2

1 2

log , ,
.

log

E h E h
p

h h

τ τ
∞ ∞=  

 
Table 1. Errors of numerical solution and convergence rate of example at different step sizes 
表 1. 取不同步长时数值解的误差及收敛比率 

h  τ  ( ),E h τ
∞

 q  

1/10 1/100 6.2034e-005 -- 

1/15 1/225 1.2091e-005 4.0330 

1/20 1/400 3.8649e-006 3.9645 

1/25 1/625 1.5762e-006 4.0195 

1/30 1/900 7.6298e-007 3.9795 

1/35 1/1225 4.1095e-007 4.0140 

1/40 1/1600 2.4137e-007 3.9851 

 

 
Figure 1. The surface of exact solution and numerical solution when t = 1 (h = 1/20, τ = 1/400) 
图 1. t = 1 时的精确解曲面(h = 1/20, τ = 1/400)与数值解曲面 
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Figure 2. The surface of absolute error when t = 1 (h = 1/20,  
τ = 1/400) 
图 2. t = 1 时的误差曲面(h = 1/20, τ = 1/400)与数值解曲面 

 
计算出相邻两次取不同空间步长时的比率 p。从表 1 中可以看出比率 p接近 4，从而验证了此格式

的收敛阶为 ( )2 4O hτ + 。图 1 为算例 1t = 时的精确解曲面与数值解曲面 ( )1 20, 1 400h t= = 。可以看出此

格式的数值解与精确解是吻合的。图 2 为算例 1t = 时的误差曲面 ( )1 20, 1 400h t= = 。进一步说明了此格

式求解的准确性。 
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