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Abstract 
In this paper, the classifications of classical and nonclassical symmetries to a composite type equ-
ation are determined. Firstly, the classification of classical symmetries to the composite equation 
is determined based on the differential characteristic set algorithm. Secondly, the classification of 
nonclassical symmetries for the composite equation is determined. First step, adding invariant 
surface condition and the original equation composed a new system of partial differential equa-
tions (PDEs), and the determining equations (DTEs) of symmetry to PDEs are determined by using 
the symbolic computation software Mathematica. Second step, the nonclassical symmetries are 
classified by calculating DTEs, so we can obtain the specific form of F(u) which is the parameter of 
the composite equation. Third step, the invariant solutions and exact solutions of the correspond-
ing nonclassical symmetry are determined. The invariant solutions and exact solutions cannot be 
obtained by classical symmetry, so enrich the exact solutions of the composite equation. 
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摘  要 

本文确定了一类复合方程的古典对称分类和非古典对称分类。首先，基于微分特征列集算法确定了复合
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方程的古典对称分类。其次，确定了复合方程的非古典对称的分类。第一步，添加不变曲面条件与原方

程组成一个新的偏微分方程组(PDEs)，利用符号计算软件Mathematica确定上面PDEs的对称对应的确定

方程组(DTEs)；第二步，根据所得的DTEs进行非古典对称分类，得到复合方程中参数F(u)的具体形式。

第三步，确定了非古典对称所对应的不变解以及精确解。所得的不变解和精确解无法利用古典对称得到，
所以丰富了复合方程的精确解。 
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1. 引言 

Lie 对称是一个较为普适性的方法[1] [2]，且偏微分方程组(PDEs)对称已有了广泛的应用[1] [2] [3]。
为了更好的运用对称方法，人们扩充古典对称概念，提出了各种广义对称概念，如非古典对称[4]、势对

称[5]、近似对称[6]、条件对称[7]等。这些广义对称得到了广泛的应用，并且理论正在蓬勃发展。其中非

古典对称的计算与古典对称不同之处是添加一个不变曲面条件，再计算确定方程组；并且非古典对称的

确定方程组(DTEs)是非线性 PDEs，所以非古典对称的确定仍然是目前具有挑战性的问题。然而通过获得

非线性 PDEs 的非古典对称，扩充方程的古典对称依然是目前研究的热门课题。目前国内外研究者对非

古典对称进行了一些研究，推动了其发展[8]-[13]。 
本文将确定一类复合方程的古典对称分类和非古典对称分类。考虑下面的一类复合方程 

( ) 0t xx x
u u F uα− − =                                       (1) 

其中α 为常数。在该方程中函数 ( )F u 取不同表达式时，得到一些重要的偏微分方程，如：当 ( ) 2F u u=  

时，方程(1)变为 Burgers 方程[14]；当 ( ) 2F u u cu= − + 时，方程(1)变为 BBM-Burgers 方程
1
2

c = − 
 

 [15]

和 RLW-Burgers 方程 ( )6c = − 的特殊情况 ( )0β =  [16]。所以对该方程对称分类的研究具有很重要的物理

意义。 

2. 复合方程的古典和非古典对称分类 

在线性变换 
2

1 1 1 2 2 3, ,x a x b t a t b u a u b= + = + = +                                (2) 

的作用下方程(1)变成 

( ) 0t xx x
u u F uα  − − =                                      (3) 

其中 ia ， ib 是任意常数，并且 ( ) ( )1

2

aF u F u
a

= ，即方程(1)在变换(2)下形式不变。所以称(2)为方程(1)的等

价变换。因此在对称分类的计算中可以应用 ( )F u 的伸缩群和关于 u 的平移群， ( )F u 表示成其典则坐标。 
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2.1. 古典对称分类 

设方程(1)的对称对应的无穷小生成元为 

( ) ( ) ( ), , , , , ,X x t u x t u x t u
x t u

ξ τ η∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
                            (4) 

根据 Lie 算法，我们得到 X 的确定方程组 0DPS = ，其中 

( ){
( ) ( ) ( )}

, , , , 2 , ,
2 0
u x u uu x t t xx x

xu t xx x t x

DPS F u
F u F u F u

ξ τ τ η αξ ατ η αη η
αη ξ αξ ξ τ η

′= − − −
′ ′ ′′− − + + − − =

                    (5) 

2.1.1. 主对称 
当 ( )F u 为任意函数时，确定方程组变为 

}{ , , , , 2 , , 0u x u x t t xx x tDPS ξ τ τ η αξ ατ ξ αξ ξ τ= − − + − =                         (6) 

解上面的方程组，很容易得到 

1 2, , 0a aξ τ η= = =                                       (7) 

其中 1a ， 2a 为任意常数，所以主对称为 

1 2X a a
x t
∂ ∂

= +
∂ ∂

                                       (8) 

2.1.2. 扩充对称 
根据确定含参数 PDEs 的完全对称分类微分特征列集算法[17]，得到分类方程为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 4

24 2 25 4 4

23 4 6

3 24 5 4 6

0, 0, 0, 2 0,

4 12

6 2

12 2 0

F u F u F u F u F u F u

F u F u F u F u F u F u F u

F u F u F u F u

F u F u F u F u F u F u F u F u

′ ′′ ′′′ ′′′ ′′= = = − =  
 ′′′ ′′ ′′′ ′′− + +  

 ′′′ ′′+ −     
 ′′ ′′′ ′′ ′′+ − − + =  

 

由此得到下面的古典对称分类结果，见表 1。 
其中 ia 是任意常数。 

2.2. 非古典对称分类 

假设方程(1)的非古典对称对应的无穷小生成元为(4)的形式。方程(1)对应的不变曲面条件为 

( ) ( ) ( ), , , , , , 0x tx t u u x t u u x t uξ τ η+ + =                               (9) 

在文中分别讨论 0τ ≠ 与 0τ = 两种情况。 
当 0τ ≠ 时，不失一般性，设 1τ ≡ ，根据非古典对称的理论得到确定方程组 

( )
( ) ( )

( )

2 0,
2 2 2 0,

2 2 2 0,
0.

t xx x x

xu t u x xx x

uu u xu u

uu

F u
F u F u

F u

η αη ηξ η
αη ξ ηξ ξξ αξ ξ η
αη ξξ αξ ξ

αξ

′− + − =
 ′ ′′− − + − + − − =
 ′− − + − =
 =

                     (10) 

当 0τ = 时，不失一般性，设 1ξ ≡ ，根据非古典对称的理论得到确定方程组 
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Table 1. Classical symmetry classification of composite Equation (1) 
表 1. 复合方程(1)的古典对称分类 

序号 ( )F u  , ,ξ τ η  条件 

1 任意 1 2, , 0a aξ τ η= = =  无 

2 c  

2
1 2 3 4 1 2 5, 2a xt a x a t a a t a t aξ τ= + + + = + +  

( )2
1 1 3 6

1 1 ,
2 2
u a t a x a x a g x tη

α
  = − + + + +    

 
0t xxg gα− =  

3 u−  

2
1 2 3 4 1 2 5, 2a xt a x a t a a t a t aξ τ= + + + = + +  

( ) ( )2 2
1 6

1 ,
2 2
u a x t Bx At a u g x tη
α
 = − + − + + +  

 

0t x xxg g gα+ − =  
3 2 1A a a aα= − + +  
1 3 2B a t a a= − +  

4 euα−  1 2 1 3 1, 2 ,a x a a t a aξ τ η= − + = − + =  无 

5 lnu uα−  2 3 1 2, ,a t a a a uξ α τ η= − + = =  无 

6 2 23 ln
4 2

u u uα αη = −
 

1 2, , 0a aξ τ η= = =
 

无 

7 
2

2
cua bu+ +

 

( ) ( )1 2 2 3 4x a ct a a b ca t aξ = − + + − − +  

2
1 2 52a ct a t aτ = − + +  

1 1 1 2 3a x a bt a ctu a u aη = + + − +
 

0c ≠  

8 lnu u−
 

1 2 3 1, ,a t a a a uξ τ η= + = =  无 

 

( ) ( )( )22 0t xu xx x uuF u F uη αηη αη η η αη′ ′′− − − − + = .                       (11) 

2.2.1. 0τ ≠ 的情况 
情形 I：当 ( )F u 为任意函数时，确定方程组(10)变为 

0, 0,
0, 0.

x

u t

η ξ
ξ ξ
= =

 = =
                                       (12) 

容易得到 aξ = ， 0η = ，其中 a 为任意常数。与该复合方程的古典对称对比知这种情况不具有非古

典对称。 
情形II：当 ( )F u 为具体函数时，为了确定函数 ( )F u ，首先从(10)式的第四个方程得到 ( ) ( )1 2, ,ua x t a x tξ = + ，

将其代入(10)式，化简得到 

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

1 2

2 1 2 1 1 2 1 2 1

2 1 2

1 1 2 1

2 0,
2 2

2 0,
2 2 0.

x x x xx t

x x x x xx xx t

t x x xu

x uu

ua a F u
a ua a a u ua a u a a ua

a ua F u a F u F u
a ua a F u a

η η αη η
η α α

η αη
α η

′ + − − + =
− + + − + + + −
 ′ ′ ′′− − − − − =
 ′− + + + − =

                   (13) 

在(13)中，我们要考虑在 0uη = 的情况。 
(II.1) 当 0uη = ， 1 0a ≠ 时，化简(13)得 

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )

1 2

2 1 2 1 1 2 1 2 1

2 1 2

1 1 2 1

2 0,
2 2

0,
2 2 0.

x x x xx t

x x x x xx xx t

t x x

x

ua a F u
a ua a a u ua a u a a ua

a ua F u a F u F u
a ua a F u a

η η αη η
η α α

η
α

′ + − − + =
− + + − + + + −
 ′ ′ ′′− − − − =
 ′− + + + =  

                   (14) 
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由(14)的最后一个式子解 ( )F u 有 ( ) 2 11
2 3

12
xu aaF u u a u a

a
α

= − − + − ，因 ( )F u 是只关于 u 的函数，故

其中不含有关于 x ， t 的函数，因此 ( ) 21
2 32

aF u u a u a= − − + ，其中 1a ， 2a ， 3a 为任意常数。通过计算

得 

( )
1 2

21
2 3

0,
,

.
2

a u a
aF u u a u a

η
ξ


 =
 = +


= − − +


                                  (15) 

(1) 取 1 1a = ， 2 0a = ， ( ) 2
3

1
2

F u u a= − + ，原复合方程变为Burgers方程[14]，由表1知该情况具有非

古典对称。 

(2) 取 1 1a = ， 2 1a = ， ( ) 2
3

1
2

F u u u a= − − + ，原复合方程变为 BBM-Burgers 方程 ( )0β =  [15]，由

表 1 知该情况具有非古典对称。 

(3) 取 1 12a = ， 2 1a = ， ( ) 2
36F u u u a= − − + ，原复合方程变为 RLW-Burgers 方程 ( )0β =  [16]，由

表 1 知该情况具有非古典对称。 
(II.2) 当 0uη = ， 1 0a = 时，化简(14)得 

( )
( ) ( )

2

2 2 2 2 2

2 0,
2 0.

x x xx t

x xx t x

a F u
a a a a a F u F u

η η αη η
α η
′− − + =

 ′ ′′− + − − − =
                          (16) 

(II.2.1) 若 0xη ≠ ，由(16)中的第一式得 ( ) ( ) ( )2
0

2
, t x xx

x

u a
F u c x t

η η αη
η

+ −
= + ，因 ( )F u 是 u 的函数，

知 ( )0 0,c x t c= ， 1x cη = ， 2t cη = ， 2 0xa = ， 1 2 3c x c t cη = + + ， ( ) 2
0

1

cF u c u
c

= + 。令 ( )2
6 1

1

0
c c c
c

= ≠ ，由(16)

中的第二式得 2 4ta c= ， 2 4 5a c t c= + 。其中 0c ， 1c ， 2c ， 3c ， 4c ， 5c ， 6c 是任意常数，且 1 0c ≠ ，最后

我们得到 

( )

1 2 3

4 5

0 6

,
,

.

c x c t c
c t c

F u c c u

η
ξ
 = + +
 = +
 = +

                                     (17) 

通过表 1 知该情况没有非古典对称。 
(II.2.2) 若 0xη = ，化简(14)得到 

( ) ( )
2

2 2 2 2 2

2 0,
2 0.

x t

x xx t x

a
a a a a a F u F u

η η
α η

+ =
 ′ ′′− + − − − =

                          (18) 

通过计算，得该情形没有非古典对称。 
(II.3) 0uη ≠ ，根据(10)的化简知必须满足条件 0x tη η= = ，化简(10)得到 

( ) ( )
( )

2 0,
2 2 0,

2 2 2 0,
0.

x

t u x xx x

uu u xu u

uu

F u F u
F u

ηξ
ξ ηξ ξξ αη ξ η
αη ξξ αξ ξ

αξ

=
 ′ ′′− + − + − − =
 ′− − + − =

=

                         (19) 

由(19)的第一个式子知 0xξ = ，由(19)的最后式子知 ( ) ( )1 2u t tξ ξ ξ= + ，故(19)化简为 
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( )
( ) ( )

1 2 1

1 2 1 1

2 0,
2 2 0.

t t

uu

u F u
u F u

ξ ξ ηξ η
αη ξ ξ ξ ξ

′′− − + − =
 ′+ + + =

                              (20) 

(II.3.1) 若 1 0ξ ≠ ，设 1 1aξ = ， 2 2aξ = ，化简(20)得到 

( ) 2
1 3 4F u a u a u a= + + ，

( )5 1 2 3 1 6a u a u a a a u aα α
η

α

 + − + + + =  

其中 1a ， 2a ， 3a ， 4a ， 5a ， 6a 是任意常数。通过计算得 

( )
1 2

5 1 2 3 1 6

1,
,

.

a u a
a u a u a a a u a

τ
ξ

α α
η

α


 = = +
  + − + + +  =


                            (21) 

当 ( ) 2
1 3 4F u a u a u a= + + 对应的古典对称的无穷小生成元为 

( )

2
1 1 2 3

5 4 1 2 3 2 1 1

4 2 1 3 1

2 2 ,
2 2 ,

1 2 .

a c t c t c
c c a t c a t c x a c tx
c c t c a a t x

τ
ξ
η

 = − + +
 = − − + −
 = − + + +

                             (22) 

通过比较知该情况具有非古典对称。 
(II.3.2) 若 1 0ξ = ，计算得 1 2a t aξ = + ， 3 4a u aη = + ，化简(20)有 

( ) ( )( ) ( ) ( )3 1 3 6 5 1 4 3 4 32
3

1 lnF u a a u a a u a a a a u a a u
a

 = + + − + +   

通过计算得 

1 2

3 4

1,
,
.

a t a
a u a

τ
ξ
η

=
 = +
 = +

                                       (23) 

其中 1a ， 2a ， 3a ， 4a ， 5a ， 6a 是任意常数。当 ( ) lnF u u u= − ，即取 4 5 6 0a a a= = = ， 1 3 1a a= = 对应

的古典对称的无穷小生成元为 

3

1 2

1

,
,

.

c
c t c
c u

τ
ξ
η

=
 = +
 =

                                       (24) 

其中 1c ， 2c ， 3c 是任意常数。通过比较知该情况没有非古典对称。 
从上面的分析，我们得到了方程(1)的非古典对称分类，具体结果列表如表 2。 

其中 ia ， ic 是任意常数。 

2.2.2. 0τ ≡ 的情况 
同样，我们通过求解方程(11)，得到了 0τ ≡ 情况的方程(1)的非古典对称分类，具体结果列表如表 3。 

3. 不变解 

3.1. 非古典对称对应的不变解 

下面计算方程(1)的非古典对称对应的不变解。 
(1) 当 ( ) euF u α= − ， 1ξ = ， 0τ = ， euη = 时，复合方程变为 
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Table 2. Nonclassical symmetry classification 1τ ≡  of composite Equation (1) 
表 2. 复合方程(1)的非古典对称分类 1τ ≡  

序号 ( )F u  ,ξ η  非古典对称是否存在 

1 任意 1, 0cξ η= =  否 

2 2
1 3 4a u a u a+ +  

(1) ( )1 3 12 , 0 0 ;a u a aξ η= − − = ≠  

(2) ( )5 1 2 3 1 6
1 2 , .

a u a u a a a u a
a u a

α α
ξ η

α
+ − + + +  = + =  

是 

3 0 6c c u+  ( )4 5 1 1 2 30 ,c t c c c x c t cξ η= + ≠ = + +  否 

4 lnu u−  2 4,t a u aξ η= + = +  否 

 
Table 3. Nonclassical symmetry classification 0τ ≡ , 1ξ ≡  of composite Equation (1) 
表 3. 复合方程(1)的非古典对称分类 0τ ≡ , 1ξ ≡  

序号 ( )F u  η  非古典对称是否存在 

1 任意 0 否 

2 euα−  eu  是 

3 lnu uα−  lnu a bu u u− + + +  是 

4 2 23 ln
4 2

u u uα α
−  

2 23 ln
4 2
u ua bu u− + + +  是 

5 2

2
ca bu u+ +  ( )1 0c

ct a
≠

− −
 是 

 

e 0u
t x xxu u uα α+ − = ,                                    (25) 

并且 1 euX
x u
∂ ∂

= +
∂ ∂

的特征方程为 

d d d
1 0 eu

x t u
= = .                                       (26) 

由特征方程(26)得到不变量 tθ = ，并且由
d d
1 eu

x u
= ，得 ( )1lnu x A θ= − − −  ，将其代入方程(25)，解

得 ( )1 2A cθ = ，即可得到方程(25)的不变解 ( )2lnu x c= − − − 。 

(2) 当 ( ) lnF u u uα= − ， 1ξ = ， 0τ = ， lnu uη = 时，复合方程变为 
ln 0t x xx xxu u u u uα α α+ + − = ,                                (27) 

并且 2 lnX u u
x u
∂ ∂

= +
∂ ∂

的特征方程为 

d d d
1 0 ln
x t u

u u
= =                                       (28) 

由特征方程(28)得到不变量 tθ = ，并且由
d d
1 ln
x u

u u
= ，得

( )1ee
x A

u
θ+

= ，将其代入方程(27)，解得 

( )1 1A cθ = ，即可得到方程(27)的不变解
1ee

x c
u

+
= 。 

(3) 当 ( ) 21
2

F u a bu u= + + ， 1ξ = ， 0τ = ，
1

ct a
η =

− −
时，复合方程变为 

( ) 0t x xxu b u u uα− + + =                                    (29) 
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并且对称 3
1X

x ct a u
∂ ∂

= −
∂ + ∂

的特征方程为 

( ) 1

d d d
1 0
x t u

ct a −= =
− −

                                    (30) 

由特征方程(30)得到不变量 tθ = ，并且由
( ) 1

d d
1
x u

ct a −=
− −

，得 ( )xu g t
ct a

= − +
+

，将其代入方程(29)，

解得 ( ) ( ) 1
1

cxg t b c a ct
a ct

−= − + + +
+

，故可得到方程(29)的不变解 ( ) 1
1

cu b c a ct −= − + + 。 

注：由于篇幅所限，在本文中省略了其它 ( )F u 形式的方程的不变解。 

3.2. 精确解 

1、下面首先确定当 ( ) lnF u u uα= − 时，古典对称 ( )1 1X t u
x t u

α ∂ ∂ ∂
= + − +

∂ ∂ ∂
对应的Lie变换群， 1X  

对应的初值问题为 

* * *
* *

* * *

* * *

0 0 0

d d d1, 1, ,
d d d

, , .

x t ut u

x x t t u u
ε ε ε

α
ε ε ε

= = =


= + = =


 = = =

                               (31) 

通过求解(31)，得到对应的单参数 Lie 变换群如下： 

( )* 2

*

*

1 2 2 2 ,
2

,
e .

x x t

t t
u uε

ε αε αε

ε

 = + + +
 = +
 =



                                (32) 

我们将 Lie 变换群(32)作用于该情况的不变解
1ee

x c
u

+
= ，得到下面的新解 

( )
( )1 21 2e

1 , e
c t x

u x t
ε αε αε

ε
+ − + − +

+= . 

2、下面首先确定当 ( ) 21
2

F u a bu u= + + 时，古典对称 ( )2
2X xt t x bt ut

x t u
∂ ∂ ∂

= − − + + +
∂ ∂ ∂

对应的Lie

变换群为： 

*

*

*

,
1

,
1

.

xx
t

tt
t

u u bt tu x

ε

ε
ε ε ε

 = + =
+

= + + +


                                   (33) 

将 Lie 变换群(33)作用于该情况的不变解 ( ) 1
1

cu b c a ct −= − + + ，得到 

( )

1

1

2
1,

1

cctb b t c a x
tu x t

t

ε ε
ε

ε

−
 − + + + + − =
−

. 

以上得到的精确解都是对应方程的新解，而且这些解是不能通过古典对称来得到的，因为篇幅有限，
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其它情况在本文中不进行讨论。 

4. 本文结论 

本文通过应用古典对称和非古典对称理论，借助于微分特征列集算法和 Mathematica 软件，对一类

复合方程进行了古典对称和非古典对称分类。最后我们确定了非古典对称所对应的不变解以及精确解，

所得的不变解和精确解无法利用古典对称得到。本文的优点是在分类过程中发现了 8 种允许非古典对称

的函数 ( )F u 得到的结果丰富了该方程的对称和精确解。 
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