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Abstract 
By using the Leray-Schauder nonlinear alternative theorem and the Leggett-Williams fixed point 
theorem, a class of boundary value problem for fractional differential equations with integral 
conditions on an infinite interval is investigated. Some sufficient conditions on the existence of at 
least one unbounded solution and three positive solutions are established. At last, two examples 
are given to illustrate the results. 
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摘  要 

利用Leray-Schauder非线性抉择定理以及Leggett-Williams不动点定理研究了一类无穷区间上的分数阶
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微分方程积分边值问题，获得了该边值问题至少存在一个无界解和三个正解的充分条件。最后给出了两

个例子作为所获结果的应用。 
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1. 引言 

近年来，由于分数阶微分方程在诸如物理、化学、生物科学和经济学等众多学科领域中的重要应用，

其解的存在性问题也受到了众多学者的广泛关注。目前，有限区间上的分数阶微分方程边值问题已获得

广泛而深入的研究，并取得了丰富而深刻的结论，参见文献[1] [2] [3] [4]。但是，和有限区间相比，无穷

区间上的非线性分数阶微分方程的研究还很薄弱。事实上，在研究椭圆方程径向对称解，火箭推进固体

燃料静电测量问题，不稳定气流流速等问题时都会产生无穷区间上的边值问题。因此，无穷区间上的分

数阶微分方程边值问题的研究具有十分重要的理论与实际意义。最近，一些作者研究了这类问题，获得

了一些很有价值的结果，参见文献[5]-[11]。其中，在文献[5]中，作者研究了如下无穷区间上的非线性分

数阶微分方程边值问题： 

( ) ( )( ) [ )
( ) ( ) ( )
0

1
0

, 0,         0, ,

0 0,        lim ,
t

D u t f t u t t J

u D u t u

α

α β η
+

−
+→+∞

 + = ∈ = +∞


= =
                       (1.1) 

其中 [ ]1 2, , , 0f C J R Rα ξ< ≤ ∈ × < < +∞， 0Dα
+ 是标准的 Riemann-Liouville 分数阶微分，作者运用 Leray- 

Schauder 非线性抉择定理获得了上述方程存在无界解的充分条件。 
文献[6]研究了下列分数阶微分方程在无穷区间上正解的存在唯一性： 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
0

1
0

, 0,         ,

0 0 0,        ,

D u t f t u t t J

u u D u I u

α

α βξ η
+

−
+

 + = ∈


′= = ∞ =
                       (1.2) 

其中 [ ]2 3, 0, , , ,f C J R R R Jα β ξ η< ≤ > ∈ × ∈ ∈ ， 1
0 0,D Dα α−
+ + 是标准的 Riemann-Liouville 分数阶微分，I β 是

标准的 Riemann-Liouville 分数阶积分。作者运用迭代技术获得了上述了边值问题存在唯一解的充分条件。

但是文献[6]并未讨论方程(1.2)多重正解的存在性。受上述文献启发，本文讨论如下无穷区间上分数阶微

分方程边值问题： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
0

1
0

, 0,         ,

0 0 0,        ,

D u t a t f t u t t J

u u D u I u

α

α βξ η
+

−
+

 + = ∈


′= = ∞ =
                       (1.3) 

其中 [ ]2 3, 0, , , ,f C J R R R Jα β ξ η< ≤ > ∈ × ∈ ∈ ， 1
0 0,D Dα α−
+ + 是标准的 Riemann-Liouville 分数阶微分，I β 是

标准的 Riemann-Liouville 分数阶积分。可以看到，边值问题(1.2)是本文所讨论的边值问题(1.3)的特例。

此外，不同于文献[6]，本文将使用 Leray-Schauder 非线性抉择定理以及 Leggett-Williams 不动点定理，研

究边值问题(1.3)的无界解及三重正解存在的充分条件。据我们所知，现有文献尚未对该问题进行研究，
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因此本文所获结论是新的。 

2. 相关定义和引理 

为了方便读者，我们首先给出分数阶微积分的一些基本的定义和引理。 
定义 2.1 [1]连续函数 ( ): 0,f R+∞ → 的 0α > 阶 Riemann-Liouville 分数积分定义为 

( ) ( ) ( ) ( )1
0 0

1 d ,
t

I f t t s f s sαα

α
−

+ = −
Γ ∫  

其中，等式的右端在 ( )0,+∞ 有定义。 
定义 2.2 [1]连续函数 ( ): 0,f R+∞ → 的 0α > 阶 Riemann-Liouville 分数导数定义为 

( ) ( )
( )

( )0 10

1 d d ,
d

n
t

n

f s
D f t s

n t t s
α

αα+ − +
 =  Γ −   −∫  

其中， n 是大于等于α 的最小整数，等式的右端在 ( )0,+∞ 有定义。 
引理 2.1 [1]设 0α > ，如果 ( ) ( )0,1 0,1u C L∈  ，则分数阶微分方程 

( )0 0,D u tα
+ =  

有唯一解： 

( ) 1 2
1 2 ,n

nu t c t c t c tα α α− − −= + + +  

其中 , 1, 2, , , 1ic R i n n nα∈ = − < ≤ 。 
引理 2.2 [1]如果 ( ) ( )0,1 0,1u C L∈  有 0α > 阶导数属于 ( ) ( )0,1 0,1C L ，则 

( ) ( ) 1 2
0 0 1 2 ,n

nI D u t u t c t c t c tα α α α α− − −
+ + = + + + +  

其中 , 1, 2, , , 1ic R i n n nα∈ = − < ≤ 。 
定理 2.1 [1] (Leray-Schauder 非线性抉择定理)假设Ω 是线性赋范空间 X 中包含原点的有界开集，

:F XΩ→ 全连续，并且满足边界条件，即当 , 1x λ∈∂Ω > 时，F xλ≠ ，则 F 在Ω 上至少有一个不动点。 
设 E 为 Banach 空间，P 为 E 中的锥，称映射 [ ): 0,Pγ → +∞ 为锥 P 上的一个连续凹泛函，如果 γ 是

连续的且对于任意的 ,x y P∈ ， [ ]0,1t∈ ， 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 .tx t y t x t yγ γ γ+ − ≥ + −  

对于 0 a b< < 和锥 P 上的连续凹泛函 γ ，定义凸集 aP 和 ( ), ,P a bγ 如下： 

{ }: ,aP x P x a= ∈ <  

( ) ( ){ }, , : , .P a b x P a x x bγ γ= ∈ ≤ ≤  

定理 2.2 [1] (Leggett-Williams 不动点定理)设 : c cP Pφ → 是全连续算子， γ 为 P 上的非负连续凹泛函

且对于任意的 cx P∈ ， ( )x xγ ≤ 。假定存在 0 a b d c< < < ≤ 使得 
(C1) ( ) ( ){ }, , :x P b d x bγ γ∈ > ≠ Φ且对于任意的 ( ), ,x P a bγ∈ ， ( )( )x bγ φ > ； 
(C2) 对任意的 x a≤ ，有 ( )x aφ < ； 
(C3) 对任意的 ( ), ,x P b cγ∈ 且 ( )x dφ > ，有 ( )( )x bγ φ > 。 
则ϕ 在 cP 中至少存在三个不动点 1 2 3, ,x x x 且满足 

( ) ( )1 2 3 3,    ,    ,    .x a b x x a x bγ γ< < > <  
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3. 无界解的存在性 

考虑下面的齐次边值问题： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
0

1
0

0,         ,         

0 0 0,        ,

D u t h t t J

u u D u I u

α

α βξ η
+

−
+

 + = ∈


′= = ∞ =
                       (3.1) 

引理 3.1 [6]对于任意的 [ )( )0,h C∈ +∞ ， ( )
0

dh s s
∞

< ∞∫ ，如果 ( ) 1α βα β ξη + −Γ + > ，则边值问题(3.1)有
唯一解 ( )u t ，并且 

( ) ( ) ( )
0

, d ,u t G t s h s s
∞

= ∫  

其中 Green 函数： 
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 Γ + − − ≤ ≤ ≤ =

∆  Γ + − − + − 

( ) 1

                  0 ,

,                                                                                  , ,

s t

t s t sα

η

α β η−






 ≤ ≤ ≤

Γ + ≥ ≤

  (3.2) 

( ) ( ) 1 .α βα α β ξη + − ∆ = Γ Γ + −   

由文献[6]我们可以知道 ( ), 0G t s ≥ ，
( ) ( )

1

,
1
G t s

tα
α β

−

Γ +
≤

∆+
。下面我们给出 ( ),G t s 一些其它的性质： 

引理 3.2 由(3.2)式表示的 Green 函数 ( ),G t s 有如下性质： 
1) 对任意的 [ )0,s∈ +∞ ， ( ),G t s 关于 t 是严格递增的； 
2) 设实数 1k > ，存在正实数 ( )kθ ，使得对 [ )0,s∈ +∞  

( ) ( )
[ )

( )1

1 1 11 0,

, ,
min sup .

1 1 1tt k
k

G t s G t ssk
t s t

α

α α αθ
−

− − −
∈ +∞≤ ≤

≥
+ + +

 

证明：通过对 Green 函数求导易证得性质 1)，下面我们主要来证性质 2)。令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1
1 , , , ,g t s s t t s s t sα β αα α βα β ξ η α β ξη η+ − −− + −   = Γ + − − − Γ + − − ≤ ≤    

( ) ( ) ( ) 1 1
2 , ,  0 ,g t s s t t sα β αα β ξ η η+ − − = Γ + − − ≤ ≤ ≤   

( ) ( ) ( ) ( )1 11 1
3 , ,   0 ,g t s t t s t s s tα αα α βα β ξη η− −− + − = Γ + − − + − ≤ ≤ ≤   

( ) ( ) 1
4 , ,   , ,g t s t s t sαα β η−= Γ + ≥ ≤  

则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 11 1
1

1 1

1 1

,

,

g t s s s s s

s s

s

α β αα α β

α β α

α β α

α β ξ η α β ξη

α β ξ η

α β ξη

+ − −− + −

+ − −

+ − −

   ≥ Γ + − − − Γ + − −  
 ≥ Γ + − − 
 ≥ Γ + − 

 

( ) ( ) 1 1
2 , ,g t s tα β αα β ξη + − − ≥ Γ + −   
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( ) ( ) ( )
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1 1

,

,

g t s t t s

t

s

αα
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α β α
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−
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( ) ( ) 1 1
4 , .g t s sα β αα β ξη + − − ≥ Γ + −   

综上 

( ) ( ) 1 1 1

1 1, .
1 1

t sG t s
t s

α β α α

α α

α β ξη + − − −

− −

Γ + −
≥

∆ + +
 

又 

( ) ( )
1

,
,

1
G t s

tα
α β

−

Γ +
≤

∆+
 

即 

[ )

( ) ( )
1

0,

,
sup ,

1t

G t s
tα

α β
−

∈ +∞

Γ +
≤
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所以 
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且 

( ) ( )
( ) ( ) [ )

( )
1

1 1

1 2 1 11 1 0,

1
, ,

min sup .
1 1 11 tt k
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G t s G t ssk
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α α αα
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−
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令 

( ) ( )
( ) ( )

1

21 1

1 ,
1

k
k k

α β

α α

α β ξη
θ

α β

+ −

− −

Γ + −
=
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则  

( ) ( )
[ )

( )1

1 1 11 0,

, ,
min sup .

1 1 1tt k
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G t s G t ssk
t s t

α

α α αθ
−

− − −
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证毕。 
定义空间 [ )( )0, ,C R∞ +∞ 为 

[ )( ) [ )( ) ( )
10, , 0, , : lim ,

1t

u t
C R u C R

tα∞ −→+∞

 
+∞ = ∈ +∞ < +∞ + 
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赋予范数 

[ )

( )
1

0,
sup .

1t

u t
u

tα−∈ +∞
=

+
 

定义锥 P C∞⊂ 为 

( ){ }: 0,0 .P u C u t t∞= ∈ ≥ < < +∞  

引理 3.3 [7] [ )( )0, ,C R∞ +∞ 是一个 Banach 空间。 
本文使用如下条件： 
(H1) ( ) -1, 0, α βα β α β ξη +> Γ + > ； 
(H2) [ ) [ ): 0, 0,f R+∞ × → +∞ 是连续函数， ( ) ( )( )1 0, , 0,a L∈ +∞ +∞ ； 
(H3) 存在 [ ) [ )( )0, , 0,w C∈ +∞ +∞ 非减， [ )1 0,Lφ ∈ +∞ 使得  

( ) ( )( ) ( ) ( )1, 1 .a t f t t u t w uα φ−+ ≤  

定义算子 :T C C∞ ∞→ 为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

, , d ,Tu t G t s a s f s u s s
∞

= ∫ ， 

易知这样定义的算子是有意义的。根据引理 2.1， ( )u t 是方程(1.3)的解当且仅当 u 是算子T 的不动点。 

引理 3.4 [7]设 M C∞⊆ 为有界集， ( ) ( )
1| ,

1
u t

V y y t u M
tα−

 
= = ∈ + 

，则 M 是C∞ 的相对紧集，如果以下 

条件成立： 
1) V 在 [ )0,+∞ 上局部等度连续； 
2) V 在 +∞处等度收敛，即对任意的 0ε > ，存在 ( ) 0v v ε= > 使得对任意的 u V∈ ， 1 2,t t v≥  
成立 

( ) ( )1 2
1 1

1 2

.
1 1
u t u t

t tα α ε− −− <
+ +

 

引理 3.5 如果(H1)~(H3)成立，则 :T C C∞ ∞→ 全连续。 
证明：首先，证明 :T C C∞ ∞→ 是连续的。 
在空间C∞ 中任取一收敛序列 ,nu u n→ → +∞。则存在常数 0r 使得 

{ }
0

/ 0
max , sup .n

n N
u u r

∈

 
< 

 
 

于是 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
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1 1

1 1

1 1

0

, , , ,

1 1
, ,

1 1

1 1

2 .

n n

n

n

f s u s f s u s f s u s f s u s

u s s u s s
f s f s

s s

u s u s
s w s w

s s

w r s

α α

α α

α αφ φ

φ

− −

− −

− −

− ≤ +

   + +
   = +
   + +   

   
≤ +   

+ +   

≤

 



姚佳欣 等 
 

 
219 

又因为 

[ ) ( )( ) ( )( )1 0, , , , , ,nL f t u t f t u t nϕ ∈ +∞ → →∞  

且 

( ) ( )
( ) ( )1 1

,
0 ,

1
G t s

tα α β

α β
α α β ξη− + +

Γ +
< ≤

+  Γ Γ + − 
 

因此，由勒贝格控制收敛定理，结合 f 的连续性可得 

[ )

( ) ( )( ) ( )( )10 0,

,
sup , , d 0, .

1n n
t

G t s
Tu Tu f s u s f s u s s n

tα
+∞

−
∈ +∞

− ≤ − → →∞
+∫  

所以，T 是连续的。 
再来证明算子T 把C∞ 中的有界集映成列紧集。 
设Ω 为C∞ 的有界子集，下证 ( ) { }:T Tu uΩ = ∈Ω 是一个列紧集。由Ω 有界知，存在 0K > 使得 
u K≤ 。从而对于任意的 u∈Ω有 

 

[ )

( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )
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( )
( ) ( )

( )
( )( )

( )
( ) ( )
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( )
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100,
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11 0
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sup , d

1
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1
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1

d
1

d

t
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Tu a s f s u s s

t

a s f s u s s

u s s
a s f s s

s

u s
s w s

s

w k
s s

α

α β

α

αα β

αα β

α β

α β

α α β ξη

α β

α α β ξη

α β
φ

α α β ξη

α β
φ

α α β ξη

+∞

−
∈ +∞

+∞

+ +

+
+∞

++ +

+∞

−+ +

+

+ +

=
+

Γ +
≤

 Γ Γ + − 
+Γ +

≤
+ Γ Γ + − 

 Γ +
≤   + Γ Γ + −   

Γ +
≤

 Γ Γ + − 

∫

∫

∫

∫

,
∞

< ∞∫

 

即 ( )T Ω 一致有界，下证 ( )T Ω 在 [ )0,∞ 的任意紧区间上是等度连续的。 
任给 [ ]1 20, , 0,L t t L> ∈ ，不妨设 2 1t t> ，则对于 u∈Ω，有 

 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1
1 1

2 1

2 1
1 10 0

2 1

2 1
1 10

2 1

2 1
1 10

2 1

1 1
, ,

, d , d
1 1

, ,
, d

1 1
, ,

d .
1 1

Tu t Tu t
t t
G t s G t s

a s f s u s s a s f s u s s
t t

G t s G t s
a s f s u s s

t t
G t s G t s

w K s s
t t

α α

α α

α α

α α φ

− −

∞ ∞

− −

∞

− −

∞

− −

−
+ +

= −
+ +

≤ −
+ +

≤ −
+ +

∫ ∫

∫

∫

 

因此，对 0ε∀ > ，存在 0δ > 使得 1 2t t δ− < 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )2 1
1 1

2 1

, ,
1 1
Tu t Tu t

u
t tα α ε− −− < ∀ ∈Ω

+ +
 

由于 L 是任意的，因此 ( )T Ω 在 [ )0,+∞ 上局部等度连续。 
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最后来证 ( )T Ω 在∞处等度收敛。任给 u∈Ω， 

( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0

, d d ,a s f s u s s w k s sφ
+∞ +∞

≤ < ∞∫ ∫  

所以 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1 1 0

1

1 0

1

1 0

1lim lim , , d
1 1

, d

, d

,

t t

Tu t
G t s a s f s u s s

t t

a s f s u s s

s a s f s u s s

α α

α β

α β

η α β

α β

ξη
α α β ξη

ξ η
α α β ξη

+∞

− −→+∞ →+∞

+ −
∞

+ −

+ −

+ −

=
+ +

=
 Γ Γ + − 

− −
 Γ Γ + − 

< +∞

∫

∫

∫

 

因此， ( )T Ω 在∞处等度收敛。 
所以由引理 3.4 得 :T C C∞ ∞→ 全连续。  
定理 3.1 设(H1)~(H3)成立。若(H3)中的函数 ,w φ 满足如下条件： 
(H4) 0ρ∃ > 使得 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1
dw a s s s

α βρ α α β ξη

α β ρ φ

+ +

∞

 Γ Γ + −  >
Γ + ∫

                            (3.3) 

则边值问题(1.3)存在无界解 ( )u u t= 且满足 

( )
10 ,      .

1
u t

t J
tα

ρ+≤ ≤ ∈
+

 

证明：考虑边值问题 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
0

1

, 0,         ,

0 0 0,        ,

D u t a t f t u t t J

u u D u I u

α

α β

λ

ξ η
+

−

 + = ∈


′= = ∞ =
                       (3.4) 

其中 0 1λ< < 。显然， u 为方程(3.4)的解当且仅当 u 为算子方程 u Tuλ= 的解。 
令 

{ },U u C u ρ∞= ∈ ≤  

我们断言当 u U∈∂ ， ( )0,1λ ∈ 时， u Tuλ≠ 。如若不然，存在 0u U∈∂ ， ( )0 0,1λ ∈ 使得 0 0 0u Tuλ= ，

则 

[ )

( ) ( )
[ )

( ) ( )

[ )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0
0 0 0 1 1

0, 0,

1
0

1 100,

0
110

1 0

sup sup
1 1

1,
sup , d

1 1

d
1

d ,

t t

t

Tu t Tu t
u Tu

t t

u s sG t s
a s f s s

t s

u s
s a s w s

s

w a s s s

α α

α

α α

αα β

α β

λ
λ

α β
φ

α α β ξη

α β
ρ φ

α α β ξη

− −
∈ ∞ ∈ ∞

−
∞

− −
∈ ∞

∞

−+ +

∞

+ +

= = ≤
+ +

 +
 =
 + + 

 Γ +
≤   + Γ Γ + −   

Γ +
≤

 Γ Γ + − 

∫

∫

∫
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所以 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )1 0
d ,w a s s s

α β

α β
ρ ρ φ

α α β ξη
∞

+ +

Γ +
≤

 Γ Γ + − 
∫  

即 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1,
dw a s s s

α βρ α α β ξη

α β ρ φ

+ +

∞

 Γ Γ + −  ≤
Γ + ∫

 

与式(3.3)矛盾。由定理 2.1，边值问题(1.3)有无界解 ( )u t 使得 

( )
10 ,    .

1
u t

t J
tα

ρ−≤ ≤ ∈
+

 

证毕。 

4. 多解的存在性 

下面我们利用 Leggett-Williams 不动点定理讨论边值问题(1.3)多解的存在性。为了方便读者，我们使

用以下记号： 

[ )

( ) ( ) ( )
[ )

( ) ( )
1

1 1 10 00, 0,

, ,
sup d , sup d .

1 1 1t t

G t s G t ssM a s s m k a s s
t s t

α

α α αθ
−

∞ ∞

− − −
∈ +∞ ∈ +∞

= =
+ + +∫ ∫  

定理 4.2 假设条件(H1)-(H2)成立，并且假设存在常数 0 a b d c< < < ≤ ，使得 

(H5) ( )( )1, 1 cf t t u
M

α−+ < ， ( ) [ ) [ ), 0, 0,t u c∈ +∞ × ； 

(H6) 1( , (1 ) ) bf t t u
m

α −+ > ， ( ) [ )1, , ,t u k b c
k
 ∈ × 

； 

(H7) 1( , (1 ) ) af t t u
M

α −+ < ， ( ) [ ) [ ), 0, 0,t u a∈ +∞ × ； 

则边值问题(1.3)至少有三个正解 1 2 3, ,u u u 且满足 

( ) ( )1 2 3 3,     ,     ,     .u a b u a u u bγ γ< < < <  

证明：定义泛函 ( ) ( )
11

min
1t k

k

u t
u

tα
γ −

≤ ≤
=

+
，则 ( )uγ 为非负连续凹泛函。下证 : c cT P P→ 全连续，连续已证， 

现在只需要证 : c cT P P→ 。令 cu P∈ ，那么 u c≤ ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1 1 00 0

1 00

1sup sup , , d
1 1

1sup , d .
1

t t

t

Tu t
Tu G t s a s f s u s s

t t
c G t s a s s c

M t

α α

α

+∞

− −
≤ <+∞ ≤ <+∞

+∞

−
< <+∞

= ≤
+ +

≤ <
+

∫

∫
 

且由引理 3.5 知T 是全连续的。同理可得 au P∈ 时， Tu a≤ 。因此定理 2.2 中的条件(C2)成立。 

为了验证条件(C1)成立，取 ( ) ( ) [ )* 11 , 0,
2

b cu t t tα−+
= + ∈ +∞ 。易知 *

2
b cu c+

= < 并且 

( )*

2
b cu bγ +

= > ，故 ( ) ( ){ }* , , :u P b d x bγ γ∈ > ≠ Φ 。 

若 ( ), ,u P b dγ∈ ，我们有 
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( )
11

min .
1t k

k

u t
b c

tα−≤ ≤
≤ ≤

+
 

因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )
[ )

( ) ( ) ( )( )

( )
[ )

( ) ( )

1 1 01 1

10 1

1

1 10 0,

1

1 10 0,

1min min , , d
1 1

,
min , d

1

,
sup , d

1 1

,
sup d

1 1

,

t k t k
k k

t k
k

t

t

Tu t
Tu G t s a s f s u s s

t t

G t s
a s f s u s s

t

G t ssk a s f s u s s
s t

G t sb sk a s s
m s t

m

α α

α

α

α α

α

α α

γ

θ

θ

+∞

− −
≤ < ≤ ≤

∞

−
≤ ≤

−
∞

− −
∈ ∞

−
∞

− −
∈ ∞

= =
+ +

≥
+

≥
+ +

≥
+ +

≥

∫

∫

∫

∫

 

即 ( ) ( ), , ,Tu b u P b dγ γ> ∀ ∈ ，说明定理 2.2 中的条件(C2)成立。 

最后，验证条件(C3)成立，假设 ( ), ,u P b cγ∈ ，满足 ( )Tu dγ > ，则 u c≤ ，且有
( )

11
u t

b c
tα−

≤ ≤
+

，由  

(H6)我们可以得到 ( )Tu bγ > ，由此知定理 2.2 中的条件(C3)成立。故T 至少存在三个不动点，即边值问

题(1.3)至少存在三个正解 1 2 3, ,u u u 使得 

( ) ( )1 2 3 3,     ,     ,    .u a b u a u u bγ γ< < < <  

证毕。 

5. 例子 

例 5.1 令 ( ) ( )1 2
3 1 1, 1, , , , e , 1
2 2 2 1

tuf t u a t
t

α ξ β η −= = = = = =
+

，则方程(1.3)变为 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

3
2

1
1 2

, 0,  

10 0 0,        2 ,
2

D u t f t u t

u u D u I uα−


+ =


  ′= = ∞ =    

                       (5.1) 

设 ( ) ( ), e tw u u tφ −= = ，有 , 0α β > ， ( ) 111
2

α βα β ξη + −Γ + = > = ； [ ) [ ): 0, 0,f R∞ × → ∞ 连续； 

( )( ) ( ) ( )1, 1 e tf t t u t w u uα φ− −+ = = ⋅ ；令 9ρ = ，有 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0 0

3 3 1 1 1 1π2 2 2 2 2 2 1.329 1.
3 1d d
2 2

w s s w s s

α β ρ ρρ α α β ξη

ρα β ρ φ ρ φ

+ +

∞ ∞

    Γ Γ + −    ×  Γ Γ + −       = = ≈ >
 Γ + Γ + 
 

∫ ∫
 

满足定理 4.1，所以边值问题(5.1)存在无界解 ( )u t 且
( )

10 1
1

u t
tα+

≤ ≤
+

。 

例 5.2 令
5 3 1, 2, ,
2 2 2

α ξ β η= = = = ，则方程(1.3)变为： 
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( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

5
2

3
1 2

e , 0,  

10 0 0,         2 ,
2

tD u t f t u t

u u D u I uα

−

−


+ =


  ′= = ∞ =    

                      (5.2) 

其中 

( )

3
2

3
2

3
2

9

9

5

9

4

1 1sin 10 ,                                      ,
1000 21

1 1 1, sin 10 10 ,             1,
1000 2 21

1 sin 10 5 10 ,                         1 .
1000 1

ut u
t

uf t u t u u
t

ut u
t

  
+ ≤  + 

   = + + − ≤ ≤      + 

 
+ + × ≤  + 












 

令 61 , 1, 10 , 4
2

a b c k= = = = ，通过计算可得 

6, 0.00355,M m= ≈  

所以 

( ) ( ) [ )
3
2 4 6, 1 0.001 5 10 166667 ,    , 0, 0,10 ,cf t t u t u

M
   + < + × < ≈ ∈ +∞ ×    

 

( ) ( )
3
2 61, 1 6250 281.69 ,    , , 4 1,10 ,

4
bf t t u t u
m

    + > > ≈ ∈ ×        
 

( ) ( ) [ )
3
2

91 1, 1 0.001 10 0.0833 ,    , 0, 0, .
2 2

af t t u t u
M

    + < + < ≈ ∈ +∞ ×          
 

满足定理 4.2，所以边值问题(5.2)至少有三个正解 1 2 3, ,u u u 且 

( ) ( )1 2
1 110 4

4

1sup , 1 min ,
21 1t t

u t u t
t tα α− −

≤ <+∞ ≤ ≤
< <

+ +
 

( ) ( )3 3
1 1

0 0

1 sup , sup 1.
2 1 1t t

u t u t
t tα α− −

≤ <+∞ ≤ <+∞
< <

+ +
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