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Abstract 
Let GS  be the compact solenoid. In the present article, we give a representation of the Teich- 
múller space of GS  in the sense of being marked. Moreover, we give the description of the 
Teichmüller equivalence of quasi-conformal maps in the universal covering space of GS . We 
prove that two quasi-conformal maps have common value in the limit set if and only if they are 
Teichmüller equivalent. 
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摘  要 

本文讨论了紧线体 GS 的Teichmüller空间在标记紧线体意义下的表示，并且给出了两个拟共形映射 
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Teichmüller等价在其万有覆盖的极限集中的一个刻画，我们证明了两个拟共形映射具有相同的极限集

映射值当且仅当它们是Teichmüller等价的。 
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1. 引言 

在[1]中，Sullivan 引入了紧线体 S 的概念，S 可以看成是 Cantor 集多个相关的紧黎曼曲面的笛卡尔

乘积组成的拓扑空间。Sullivan同时定义了S的复结构，并且讨论了它对应的Teichmüller空间理论。Sullivan
首先注意到了紧线体的 Teichmüller 空间理论与一个较为经典的猜想：即 Ehrenpreis 猜想非常相关。这个

猜想是指对任何两个给定紧双曲黎曼曲面，以及任意给定的 0ε > ，都存在各自的非分歧，有限层全纯提

升，使得提升后的曲面之间是1 ε+ -拟共形相依的[2]。由于双曲型黎曼曲面的万有覆盖均为单位圆盘，所

以该问题可以转化为：是否对任何紧致双曲型黎曼曲面，它的有限层，非分歧全纯覆盖都可以逼近其万

有覆盖。 
Saric [3]对紧线体 Teichmüller 空间，即 T(S)的形变理论进行了非常系统的研究。他研究了紧线体

Fuchsian 群作用意义下的表示： 

ˆ
GS D G G= ×  

并且在这个表示下讨论了 ( )GT S 的相关性质，他同时定义了 GS 上的全纯二次微分空间和 Beltrami 系
数组成的 Banach 空间。Odden 证明了群表示意义下的紧线体与覆盖意义下的紧线体是同胚的[4]。如同黎

曼曲面的 Teichmüller 空间，可以构造 ( )GT S 的 Bers 嵌入映射，并且可以通过该映射得到 ( )GT S 上的复

Banach 流形结构。Saric 也给出了 ( )GT S 上的 Teichmüller 度量的定义，并且给出了 S 中点的极值映射的

刻画。在[5]中，Saric 引入了 ( )GT S 的上地震映射，并且由此得到了它的 Thurston 边界。Pennner 和 Saric
定义了穿孔轮胎面的线体，并且讨论了该线体的 Teichmüller 理论[6]。 

为了方便研究，Sullivan 给出了 S 上的一种特殊的复结构，即所谓的局部常数变换(TLC)复结构，并

证明了这种复结构在紧线体的所有复结构中是稠密的[1]。另外一个研究紧线体 Teichmüller 理论的重要工

具是所谓的叶。即紧线体 S 的道路连通分支，可以证明任何叶在 S 上都是稠密的[7]。Saric 将叶的概念用

群表示进行了表述，并且说明了叶是单连通的[3]。 
本文将考虑在 GS 上的 Teichmüller 等价的拟共形映射在万有覆盖的极限集，即 1 ˆS G× 的一个刻画。

为此我们给出了 ( )GT S 一个标记意义下的定义。而本文主要定理的证明主要分为两个部分，首先我们将

证明 Teichmüller 等价的标记紧线体满足诱导相等群同态的条件： 
定理 1.1. 给定两个标记紧线体 [ ] [ ] ( )1 2, , , Gf g T SΩ Ω ∈ ，则有 [ ] [ ]1 2, ,f gΩ = Ω 在 ( )GT S 中成立当且仅 

gfθ θ=� � . 

之后，我们证明满足上述诱导相等群同态条件的拟共形映射具有相同的极限集映射值： 
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定理 1.2. 对任意两个拟共形映射 ( ): , 1, 2j G jf S j→Ω = ，
1 2f fθ θ=� � 当且仅当 1 21 2ˆ ˆS G S G

f f
× ×

=� � 成立。 

有了上述两个结论，直接可以看出 ( )GT S 上两个拟共形映射是 Teichmüller 等价的当且仅当它们具

有相同的极限集映射值。 

2. 准备工作 

这一节我们将要介绍一些重要的概念和基本定理，首先我们给出紧线体的两个形式不同的定义。细

节部分可以参考[3]。 

2.1. 紧线体的两种定义 

设 ( )0 0,S x 是给定的双曲型紧黎曼曲面 0S 和它上面的一个点 0x 组成的二元组。考虑 0S 的所有非分歧，

有限阶且含有点对应的覆盖映射 ( ) ( )0 0: , ,i iS x S xΠ → ，且在同构意义下视为同一映射。由此我们可以得

到一个二元组之间的偏序关系，即可以按照以下关系定义偏序关系：若存在非分歧，有限阶含有点对应

的覆盖映射 ( ) ( ), : , ,i j j j i iS x S xΠ → ，使得 ,j i i jΠ =Π °Π 成立，则“≤”关系成立： 

( ) ( ), , , ,i i i j j jS x S xΠ ≤ Π . 

不难得知任何两个覆盖映射： ( ) ( )0 0: , ,i i iS x S xΠ → 以及 ( ) ( )0 0: , ,j j jS x S xΠ → ，都存在覆盖映射

( ) ( )0 0: , ,k k kS x S xΠ → 使得 

( ) ( ) ( ), , , , , , ,j j j i i i k k kS x S x S xΠ Π ≤ Π . 

成立，所以这种覆盖关系存在逆极限。(关于逆极限的概念，可以参考[9]。)定义紧线体 

( )lim ,i iS x←  

由上述过程不难看出，紧线体 S 与初始选取的二元组没有关系。另外，不难得知 i I iS S∈⊂ Π ， 
其中 I 是覆盖的指标集合。由于每一个黎曼曲面 iS 是紧的，可以看出 i I iS∈Π 在 Tychonov 拓扑意义下

是紧集，由定义可以知道 S 在 i I iS∈Π 是闭的，所以 S 是紧的。且在局部上可以看成是小圆盘和 Cantor 集
的笛卡尔乘积。称 S 的道路连通分支为叶，Sullivan [1]证明了所有紧线体上的叶都是稠密的。 

有了紧线体的概念，就可以定义紧线体的复结构。S 上的光滑结构为一组坐标卡的覆盖，且满足参

数转换函数限制在所有叶上是C∞ 微分同胚，且相对 Cantor 集方向在函数的C∞ 拓扑下是连续的。S 上的

复结构，是 S 上光滑结构的子覆盖，使得参数转换函数限制在任意局部叶上都是全纯的，且相对 Cantor
集方向在函数的C∞ 拓扑下是连续的。另外，若给定一个双曲型闭黎曼曲面 iS ，都存在着由它生成的紧

线体上的自然投影 : iS SΠ → 。通过该投影的拉回可以得到紧线体 S 任意叶上的复结构，不难看出这样得

到的复结构相对 Cantor 集方向参数转换函数局部均为常数。我们称这样的复结构为 TLC 复结构[4]。
Sullivan 证明了对于紧线体 S，TLC 复结构在所有紧线体的复结构中是稠密的[1]。 

与此同时，Saric 给出了紧线体的一种群作用表示下的定义[3]。为了介绍这个概念，我们首先定义群

G 上的预有限度量。给定双曲型紧黎曼曲面 0S ，设 G 是 0S 的基本群，则可以用如下方式可以定义 G 上 
的预有限度量：记 nG 是 G 中所有阶数不超过 n 的子集合之交，可以看出 nG 是阶数有限的。则{ }n n N

G
∈

是

G 中的一个由其有限阶子群组成的下降序列。由于 G 是余有限的，可以得到 { }n N nG id∈ =∩ 。定义 ,A B G∈

之间的预有限度量为： 

( ) 1, e n
pfd A B −= , 

其中 1
1\n nAB G G−
+∈ 。可以证明 G 可以被这种度量完备化，记它的完备化后的集合为 Ĝ 。 
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设 D 为单位圆盘，考虑乘积空间 ˆD G× ，可以定义群 G 在该乘积空间的作用：任何 A G∈ 在 ˆD G× 上

的作用定义为： 

( ) ( )1, ,A z t Az zt−= , ( ) ˆ,z t D G∀ ∈ × . 

那么群 G 标记的紧线体为： 

ˆ
GS D G G= × . 

Odden [4]证明了这两种不同定义下的紧线体是同胚的。同样地，在 GS 上也有叶的概念。Saric 将对

任意给定的 ˆt G∈ ， { }D t× 在 G 作用下的轨道定义为叶。可以验证 GS 上的叶和 S 上的叶同胚。另外， GS
上有从 ˆD G× 继承的商复结构，也可以定义 GS 上的 TLC 复结构，细节可以参考[4]。 

2.2. SG上的 Beltrami 系数，全纯二次微分和 Teichmüller 空间 

下面介绍 GS 上 Beltrami 系数和全纯二次微分的概念，他们主要定义方法和黎曼曲面的情况很类似，

细节部分可以参考[3]。 
定义 2.1. 称 µ 为 GS 上的光滑 Beltrami 微分若 µ 在 GS 的任意叶的限制为(−1,1)形式，且相对 Cantor

集方向是C∞ 连续的。若 µ 还满足 1µ ≤ ，则称 µ 是 GS 上的光滑 Beltrami 系数。称φ为 GS 上的全纯二次

微分，若φ在 GS 的任意叶的限制为全纯二次微分，且相对 Cantor 集方向是C∞ 连续的。 
为了方便，我们记 ( )GM S 为 GS 上 Beltrami 系数空间，记 ( )GB S 为 GS 上全纯二次微分空间。 
与上述定义类似，可以给出 GS 上拟共形映射的定义，共形映射的定义也可以直接得到： 
定义 2.2. 称微分同胚 : Gf S →Ω是拟共形映射，若 f 限制在 GS 的任意叶上为可微拟共形映射，相对

Cantor 集方向 1C 映射的 1C 拓扑是连续的，其中Ω是任意紧线体。特别地，称 f 是 K-拟共形映射，若 f
限制在所有叶上的拟共形常数的上确界为 K。当 1K = 时， f 是 GS 上的共形映射。 

有了上面的几个概念，我们就可以引入紧线体 Teichmüller 空间(记为 ( )GT S )的定义了： 
定义 2.3. 紧线体 GS 的 Teichmüller 空间 ( )GT S 定义为 GS 上所有拟共形映射 Teichmüller 等价类的集

合。称 1 2,f f 是 GS 上 Teichmüller 等价的拟共形映射，若存在两个像集之间的共形映射 c，使得 1
2 1f c f− ° ° 同

伦于恒等映射。记 [ ] ( )GTf T S∈ 为 GS 上拟共形映射 f 的 Teichmüller 等价类。 

事实上，类似于黎曼曲面的 Teichmüller 空间，紧线体的 Teichmüller 空间上有一个自然的度量，称

为 Teichmüller 度量，定义为 

[ ] [ ]( )
[ ] [ ]

( )1 1,
, inf 1 2log

T T
T T T f f g g

d f g K f g
∈ ∈

= °  

其中， ( )K f 是拟共形映射 f 限制在所有叶上的拟共形常数的上确界[4]。由于所有叶在 GS 上都是稠密的，

且拟共形映射 f 在 Cantor 集方向的 1C 拓扑下连续，可知 f 限制在所有叶上的拟共形常数均为 K。 
同样地，也可以用标记线体的方式定义 ( )GT S ：给定两个拟共形映射 1 2: , :G Gf S g S→Ω →Ω 。 

这样我们得到两个二元组 ( ) ( )1 2, , ,f gΩ Ω 。称这两个二元组是 Teichmüller 等价的，若 1
1 2:g f −° Ω →Ω  

同伦于共形映射 1 2:h Ω →Ω 。我们记 ( )1, fΩ 的 Teichmüller 等价类为 [ ]1, fΩ ，则 ( ) [ ]{ },GT S f= Ω ， 

其中 f 取遍 GS 上所有拟共形映射。 

3. 主要结果及其证明 

考虑 GS 的万有覆盖 ˆD G× ，则 1 ˆS G× 可以看成是 GS 万有覆盖的边界。其中 1S 为单位圆周。给定 f 为

GS 上的拟共形映射，则存在 ˆ ˆ:f D G D G× → ×� 为 f 在万有覆盖上的提升，特别地，若要求对任意 ˆt G∈ ，
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f� 保持 { } { }, 1i t t× ± × 不动，则称 ˆ ˆ:f D G D G× → ×� 为 f 的典范提升。 

引理 3.1 对任何点 1 ˆS Gς ∈ × ，都存在G 中的序列{ } 1n n
γ ∞

=
，使得对于任何点 ˆp D G∈ × ，都有 ( ){ } 1n n

Pγ
∞

=

趋近于 ς 。 

证：设ω 是 D 在G 作用下的基本多变形。则称 Ĝω× 为 ˆD G× 在G 作用下的基本多边形[4]，它的闭

包 Ĝω × 在 ˆD G× 上为紧集。由基本多边形的定义不难得知，可以选取G 中的一组序列{ } 1n n
γ ∞

=
和 Ĝω× 上

的一组点列{ }np ，使得 ( ){ } 1n n n
Pγ

∞

=
趋近于 1 ˆS Gς ∈ × 。由于{ } 1n n

γ ∞

=
是正规族，故可以假设{ } 1n n

γ ∞

=
在 ˆD G× 上

内闭一致收敛到全纯映射 ˆ:f D G ς× →� 。由[8]中定理 2.18 可知 f� 为常值映射，且 f� 的值恒为 1 ˆS Gς ∈ × 。 

证毕！ 
为了引入本文的主要定理，还需要介绍一些基本符号：设 f� 是 GS 上拟共形映射 f 在 ˆD G× 上的典范

提升，给定同态映射： 

( ): 2,f G PSL Rθ →� , 

1
f f fθ γ −= ° °�
� � , Gγ∀ ∈ . 

我们将用以下定理说明标记紧线体的等价类和拟共形映射诱导的群同态之间的关系： 
定理 3.1 给定两个标记紧线体 [ ] [ ] ( )1 2, , , Gf g T SΩ Ω ∈ ，则有 [ ] [ ]1 2, ,f gΩ = Ω 在 ( )GT S 中成立当且仅

当 gfθ θ=� � 。 

证：首先我们假设 [ ] [ ]1 2, ,f gΩ = Ω 在 ( )GT S 中成立。由定义不妨假设 1 2Ω =Ω ，且 f 同伦于 g 。设 f

与 g 之间的同伦可以记为一个单参数同胚群{ }1 2t t
κ

≤ ≤
，其中 1 2,f gκ κ= = 。不难得知{ }1 2t t

κ
≤ ≤

可以被提升至

ˆD G× 。我们仅考虑一个叶上的情况，即设 ˆm G∈ ，考虑{ }1 2t t
κ

≤ ≤
在 { }D m× 上的典范提升。可知该提升是

唯一的，我们将之记为{ }
1 2mt t

κ
≤ ≤

� 。且对任意 ˆm G∈ ，均有 1 fκ = �� ， 2 gκ =� � 成立。 

任意选取 Gγ ∈ 以及 ( ) ˆ,z m D G∈ × 。不妨考虑对固定的 ˆm G∈ ，该叶上的两条道路 ( ){ }1 tR zκ γ= °� 和

( )( ){ } [ ]1
2 , 1, 2tR f f z tγ κ−= ° ° ∈� � � 。显然 1R 和 2R 具有相同的起点，且在 1Ω 上的投影均为{ }1 2t t

κ
≤ ≤

。由道路提

升定理，可知 1 2R R= 。特别地，两条道路终点重合。即： ( ) ( )( )1
2 2z f f zκ γ γ κ−° = ° °� �� � 。由于在任意给定的

叶上，z 是任意选取的，我们可以得到： 

( )1
2 2 fκ γ κ θ γ−° ° = �� � . 

再由 γ 的任意性，且注意到{ }1 2t t
κ

≤ ≤
� 均为典范提升，可知 { }( ) { }2 0 0m mκ × = ×� 。我们把所有的叶组合

起来，就可以得到紧线体整体上满足 ( )2
ˆ ˆ0 0G Gκ × = ×� ，此即 2κ� 和G 相容，且为 g 在 ˆD G× 上的典范提升，

所以可以得到 gfθ θ=� � 。 

另一方面，若 gfθ θ θ= =� � 成立，则对任何 Gγ ∈ 都有以下等式成立： 

( )f fγ θ γ° = °� � , ( )g gγ θ γ° = °� � . 

固定 ˆt G∈� 。对任意 [ ]0,1n∈ 以及 ˆz D G∈ × ，设 zΓ 是连接 f� 和 g�的双曲测地线。记 ( ),f z n� 是分割 zΓ

使之长度比为 ( ): 1n n− 的点。将所有的 ˆt G∈� 合并，则可知 ( ){ } [ ]1,2
, 1n t m

f z tκ
∈

= −� � 是 f� 和 g� 之间的同伦。

且满足 ( )n nf fγ θ γ° = °� � 。再将 nf� 投影至 1Ω 可得连续映射 nf 。由上述构造可以看出， nf 就是 f 和 g 之间

的同伦。 
证毕！ 
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接下来我们将讨论 GS 上两个拟共形映射诱导的群同态和它们的边界值之间的关系。 
定理 3.2 对任意两个拟共形映射 ( ): , 1, 2j G jf S j→Ω = ，

1 2f fθ θ=� � 当且仅当 1 21 2ˆ ˆS G S G
f f

× ×
=� � 。 

证 明 ： “ ⇒ ” 假 设 1 21 2ˆ ˆS G S G
f f

× ×
=� � 。 可 知 对 任 意 Gγ ∈ 且 对 任 意 固 定 的 ˆt G∈ ， 都 有

( )
{ }

( )
{ }1 11 2f fS t S t

θ γ θ γ
× ×

=� � ，而 ( ), 1, 2
jf jθ =� 均为 Möbious 变换，故可得：

1 2f fθ θ=� � 。 

“⇐”仍然设
1 2f fθ θ θ= =� � ，选取 0

ˆz D G∈ × 。由引理 3.1 可知对任何 1 ˆS Gς ∈ × ，均存在G 中序列

{ } 1n n
γ ∞

=
，使得 ( )0lim nn

zγ ς
→∞

= 。另外，由引理 3.1 的证明过程可以看出{ } 1n n
γ ∞

=
在 ˆD G× 中内闭一致收敛到常

数ς 。由于 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 , 1, 2j n n jf z f z jγ θ γ° = ° =� � 。令 n →∞，我们可以得到 ( ) ( )1 2f fς ς=� � 。由于 ς 的任意性，

可知 1 21 2ˆ ˆS G S G
f f

× ×
=� � 。 

证毕！ 
综上所述，我们证明了紧线体上两个拟共形映射是等价的当且仅当它们在万有覆盖的极限集上的值

相同。 
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