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Abstract 

A semigroup is called an epigroup if some power of each element lies in a subgroup. In this paper 
we give some descriptions of epigroups which are locally in the classes of epigroups with kernels 
being bands in terms of identities, in terms of forbidden epidivisors. For special cases, epigroups 
which are locally in the classes of epigroups with kernels being left regular bands and semilattices 
are also characterized. 
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摘  要 

完全π-正则半群是其所含任意元的某个方幂属于其最大子群的半群。论文利用禁止因子和等式等方法刻

画局部半群的核为带的完全π-正则半群。并讨论局部半群的核为左正则带和半格的完全π-正则半群等特

殊情形。 
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1. 引言与预备知识 

若一个半群中任意元的某个方幂是属于该半群的最大子群中的群元，则该型半群称为完全 π-正则半

群。对所给完全 π-正则半群 S 中的任意元 x，群元 nx  (n 为正整数)属于的最大子群记作 xG ，其单位元记

作 xω ，易知 xx Gxx xω ω ∈= 。若记 x xω 在 xG 中的群逆元为 x ，则映射 x x→ 称作是 S 上的伪逆运算。这

样完全 π-正则半群可以看作是拥有一元伪逆运算和二元半群乘法运算的一元半群，此类半群记为 E。完

全 π-正则半群的某一子类，简称完全 π-正则半群类。如完全正则半群就是完全 π-正则半群类，该类半群

的任意元都为群元。 
令 S 为完全 π-正则半群。对 e S∈ ，若 2e e= ，称 e 是 S 中的幂等元。易证明 eSe 为 S 的含幺完全 π-

正则子半群，称为 S 的局部半群。对子集 X S⊆ ， X 表示由 X 生成的 S 的完全 π-正则子半群。S 的幂

等元集合记为 SE ，其生成(完全 π-正则)子半群 SE 称为 S 的核。注意 X 的一元半群项带有乘法和取伪

逆两种运算。因而在用等式来刻画完全 π-正则半群类时，等式中运算除了半群乘法运算，也常带有取伪

逆诱导的运算 x xω→  (这儿 x xxω = )。利用等式来刻画完全 π-正则半群类是常用研究方法。另外，在研

究完全 π-正则半群的子半群的同态象(称为因子)时，可以通过排除一些具体的熟知半群来刻画该类半群，

而这些排除的半群可以用一些结构和性质都很清晰的特殊完全 π-正则半群来表示，这样的半群就称作该

类半群的禁止因子。利用等式和禁止因子刻画完全 π-正则半群类的研究在文献[1] [2] (或[3])中都有论述。 
对于完全 π-正则半群类 V，令 

( ) { }
( ) { }

|

| ,
S

S

C S E

L S eSe e E

= ∈ ∈

= ∈ ∈ ∀ ∈

V E V

V E V
 

可见 ( )C V 恰由核属于 V 的完全 π-正则半群组成，而 ( )L V 恰由局部半群属于 V 的完全 π-正则半群

组成。这样就可以利用这两种运算来构造一些新的完全 π-正则半群类。这也是研究完全 π-正则半群类的

一种常用方法。如文献[4]研究了局部半群为 E-析取的完全 π-正则半群，[5]研究了局部半群为完全正则半

群的完全 π-正则半群。而文献[6]则考察了核为完全正则半群的完全 π-正则半群。文献[7]则涉及两种运算

的复合，给出了局部半群的核为完全正则半群的完全 π-正则半群的刻画。该论文是对文献[7]相关结论的

进一步研究，主要是对([7]，命题 3.1，3.2)两个命题的进一步推广，讨论局部半群的核为带、左正则带和

半格的完全 π-正则半群类。 
论文所用记号和术语详见参考文献[8] [9] [10]，需要的预备知识详见文献[7]。关于完全 π-正则半群

的相关理论参考文献[1] [2] (也见[3])。 
若半群 S 不含幺元，则为 S 添加新符号 1，得到的幺半群记为 1S ；若半群 S 含幺元，定义 1S S= 。关

系 , , ,   和表示半群 S 上的 Green 关系。在完全 π-正则半群中，等式 = 成立。 
半群 2 2,L R 分别表示二元左零半群和二元右零半群，其他特殊半群列举如下： 
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2 2, | , , 0V e f e e f f fe= = = = ; 

( ) ( )2 2, | ,n n
nM e f e efe e f fef f= = = = = , 

其中半群 nM 同构于 Rees 矩阵半群 1,2, , 2;nC
ε ε
ε γ

  
  

  
 ， 1,nC 为循环群， ε 为其单位元， γ 为该循环群

的生成元。 

2. 主要结论 

若所给半群中任一元都是幂等元，这样的半群称作带，记作 B。乘积可交换的带称作半格，记作 S。
下述结论给出了利用等式和禁止因子来刻画局部半群的核为带的完全 π-正则半群。 

定理 2.1 完全 π-正则半群 S 上的下列条件等价： 
(1) ( )S LC∈ B ； 

(2) S 满足等式 ( ) ( )( ) ( ) ( )exe yee e yeex e
ωω ω ω ω= ； 

(3) S 不含因子 1V 和 1
pM ，p 为任意素数。 

证明 (1) ⇒  (2)。若(1)成立，则对幂等元 Se E∈ ，局部半群 eSe 的核为带，从而对任意 ,x y S∈ ， 

( ) ( )exe eeyω ω
为幂等元，即 ( ) ( )( ) ( ) ( )exe yee e yeex e

ωω ω ω ω= 。这样证得(2)成立。 

(2) ⇒  (3)。对幂等元 e S∈ ，考察局部半群 eSe 。若(2)成立，则 eSe eSeE E= 是带，从而 eSeE 为完

全正则半群，即 ( )S LC∈ CR 。由([7]，定理 2.2)，S 不含因子 1V 。若 S 含因子 1
pM ，其中 2p ≥ 为某一素

数。此时对 { }1, \ 1pMe f ∈ ，必有 ( )2ef ef≠ 。另一方面，因为 1
pM 是 S 的因子，则存在 S 的完全 π-正则子

半群 T 和满同态 1: pT Mϕ → 。由([8]，推论 1.4.9)，有1 , ,T Te f E′ ′∈ 使得 , ,1 1Te e f fϕ ϕ ϕ′ ′= = = 。作为 S 的

完全 π-正则子半群，局部半群1 1T TT 亦满足(2)中等式，这样 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1T T T T T T T T T T T Tef e f e f e f e f ef
ωω ω ω ω ωω ωϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = = , 

这说明 ef 为幂等元，此与前述事实 ( )2ef ef≠ 矛盾。由此证得 S 不含因子 1
pM ，p 为任意素数。 

(3) ⇒  (1)。若(3)成立，则由([7]，定理 2.2)，首先有 ( )S LC∈ CR ，即对任意 Se E∈ ， eSeE 为完全

正则半群。另一方面，S 不含因子 1
pM  (p 为任意素数)，类似于([2]，引理 9)，S 不含因子 1

nM  ( 1n > 为任

意正整数或为无穷大)。从而 eSeE 亦不含因子 nM ，否则 1
nM 必定为 eSeE 的因子(注意到 eSeE 含幺元 e)。

由([10]，推论 III.5.5) eSeE 的幂等元集合为子半群，从而 eSe eSeE E= ，即 ( )S LC∈ B 。□ 
下述结论是对([7]，命题 3.2)的推广，给出了局部半群的核为半格的完全 π-正则半群类的刻画。 
定理 2.2 完全 π -正则半群 S 上的下列条件等价： 
(1) ( )S LC∈ S ； 
(2) S 满足等式 ( ) ( ) ( ) ( )exe eye eye exeω ω ω ω= ； 
(3) S 不含因子 1 1 1

2 2, ,V L R 。 
证明 (1) ⇔  (2)。对任意 ,x y S∈ ，以及 Se E∈ ， 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
eSe eSe

S LC eSe C

E E

exe eye eye exeω ω ω ω

∈ ⇔ ∈

⇔ ∈ ⇔ ∈

⇔ =

S S

S S  

(2) ⇔  (3)。容易验证半群 1 1 1
2 2, ,V L R 都不满足(2)中等式，从而蕴含“(2) ⇒  (3)”成立。 
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反正，若(3)成立，因为 S 不含禁止因子 1V ，则由([7]，定理 2.2)， ( )S LC∈ CR ，即对任意幂等元 e S∈ ，

eSeE ∈CR 。余下证明采用反证法。假若 S 不满足(2)中等式。则存在 , ,Se E a b S∈ ∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )eae ebe ebe eaeω ω ω ω≠ .                                 (1) 

既然如前所述 ( ) ( )eae ebeω ω
， ( ) ( ) eSeebe eae Eω ω ∈ ∈CR ，由([1]，引理 5)，可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )eae ebe eae ebe ebe eae ebe eae
ω ωω ω ω ω ω ω ω ω   . 

此时，必有 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),eae ebe ebe eae
ω ωω ω ω ω 

 
 

∈/ 。否则，若 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )eae ebe ebe eae
ω ωω ω ω ω ， 

则由([5]，引理 2.4)， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )eae ebe ebe eae eae ebe

ebe eae ebe ebe eae ebe

ebe eae eae ebe

ebe eae

ωω ω ω ω ωω

ω ωω ω ω ω ω ω

ωω ω ω ω

ω ω

= ⋅

= =

= ⋅

=

 

此结果与(1)矛盾。从而 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )eae ebe ebe eae
ω ωω ω ω ω≠ . 

现在可以断言 ( ) ( )( ),e eae ebe
ωω ω
和 ( ) ( )( )ebe ebe

ωω ω
各不相同。既然 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )eae ebe ebe eae
ω ωω ω ω ω ，我们考虑如下可能情形： 

(a) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )eae ebe ebe eae
ω ωω ω ω ω ：此种情形下，显然有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1
2, ,e eae ebe ebe eae L

ω ωω ω ω ω ≅ ，此与(3)中条件 S 无因子 1
2L 相矛盾； 

(b) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )eae ebe ebe eae
ω ωω ω ω ω ：此种情形下，显有 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1

2, ,e eae ebe eae eae R
ω ωω ω ω ω ≅ ， 

此与(3)中条件 S 无因子 1
2R 相矛盾； 

(c) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),eae ebe ebe eae
ω ωω ω ω ω 

 
 

∈ ∩/  ：此种情形下，易见 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )eae ebe eae eae ebe
ω ωω ω ω ω ω≠ 。否则， ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),eae ebe ebe eae

ω ωω ω ω ω 
 
 

∈。现在 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1
2, , ,e eae ebe eae eae ebe R

ω ωω ω ω ω ω ≅  

此与(3)中条件 S 无因子 1
2R 相矛盾。□ 

带 S 称作左(右)正则带，若其满足等式 xy xyx=  ( xy yxy= )，该类半群记作 LRB (RRB)。在论文结

束时我们给出关于集合包含序下，介于 ( )LC B 与 ( )LC S 的一类完全 π-正则半群。其证明可以参考定理

2.2 的证明，此处从略。 
定理 2.3 完全 π-正则半群 S 上的下列条件等价： 
(1) ( )S LC∈ LRB ； 
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(2) S 满足等式 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )exe eye exe eye exe exe eye
ωω ω ω ω ω ω ω== ； 

(3) S 不含因子 1 1
2,V R 。 
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