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Abstract 
The aim of this note is to study congruences on cryptic rpp semigroups. Some properties of traces 
of L*-unary congruences on this class of semigroups are obtained. Also, some special cases are 
considered. 
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摘  要 

本文的主要目的是研究密码rpp半群的同余，得到了这类半群上的L*-酉同余迹的一些性质。另外，也考

虑了一些特殊L*-酉同余。 
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1. 引言和准备 

称半群 S 为右主投射半群(简称 rpp 半群)，如果对于任意的 a S∈ ，作为 S1-系，aS1 总是投射的。对

偶地，定义左主投射半群(lpp 半群)。作为完全正则半群(completely regular semigroup)的推广，郭聿琦，

岑嘉评，朱聘瑜[1]定义了强 rpp 半群(strongly rpp semigroup)。之后，有一系列论文从事这一课题的研究(参
见，[2]-[22])。类似于密码群(cryptogroup)，郭小江，杨艳萍[12] [20]定义了密码 rpp 半群(cryptic rpp se-
migroup)，并且给出了这类半群的结构。同余理论是半群理论的重要组成部分，同余性质可以很好地表

达半群的结构信息，因此研究半群上的同余是有意义的。本文将考虑密码 rpp 半群的同余问题。事实上，

对密码 rpp 半群的同余理论，已经做了些探索(见[8])。 
作为通常 Green-关系的推广，我们有 

( )* 1, , .aL b x y S ax ay bx by⇔ ∀ ∈ = ↔ =  

( )* 1, , .aR b x y S xa ya xb yb⇔ ∀ ∈ = ↔ =  

众所周知， *L 为右同余， *R 为左同余。一般地， *L L⊆ ， *R R⊆ 。但当 a，b 都是正则元时， ( )aL R b
当且仅当 ( )* *aL R b 。等价地，半群 S 为 rpp 半群当且仅当对于任意的 a S∈ ，都存在幂等元 e 使得 *aL e 。
易知，正则半群是 rpp 半群。 

定义 1.1：一个 rpp 半群 S 称为强 rpp 半群(strongly rpp semigroup)，如果对于任意的 a S∈ ，都存在惟

一幂等元 0a ，使得 * 0aL a 且 0a aa= 。 
对偶地，定义强 lpp 半群(strongly lpp semigroup)。为更好地研究强 rpp 半群，郭小江，郭聿琦，岑嘉

评[5] [6]定义了如下关系。令 S 为强 rpp 半群， ,a b S∈ ，定义 
( )0 0 * *; ; .laRb a Rb H L R D L R⇔ = ∩ = ∨  

郭小江，郭聿琦，岑嘉评证明了： 
1) 0aHa ； 
2) ( ) *lD R L= � ； 

3) 对于任意的正则元 ,a b S∈ ， ( ) ( ) ( )laD H b aD H b⇔ 。 

一般地，R 不是 S 上的左同余。如果 R 为 S 上的左同余，则称 S 为超 rpp 半群(super rpp semigroup) (见
[6])。事实上，一个强 rpp 半群为超 rpp 半群的充分必要条件是它上的 ( )lD 关系为半格同余。 

定义 1.2：强 rpp 半群 S 称为密码 rpp 半群(cryptic rpp semigroup)，如果 H 为 S 上的同余。finition 
郭小江，杨艳萍[12]指出：密码 rpp 半群都是超 rpp 半群，并且密码群恰为正则的密码 rpp 半群。关

于密码群，参见[23])。叶火平，郭俊颖，郭小江[21]证明了：一个超 rpp 半群的所有正则元构成一个完全

正则半群。这表明，一个密码 rpp 半群的所有正则元构成一个密码群。 
定义 1.3：半群 S 上的同余 ρ 称为 *L -同余( *L -congruence)，如果对于任意的 ,a b S∈ ， *aL b蕴含着
*a L bρ ρ。 
定义 1.4：强半群 S 上的同余 ρ 称为酉同余(unary congruence)，如果对于任意的 ,a b S∈ ，a bρ ρ= 蕴

含着 0 0a bρ ρ= 。 
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引理 1.5 ([8]，引理 7)：令 S 为强 rpp 半群。若 ρ 为 S 上的 *L -酉同余，则 S ρ 为强 rpp 半群，且 

( ) ( )E S E Sρ ρ= ， ( )0 0a aρ ρ= 。 
本文将采用教科书[24]的概念和术语，未给出定义的可参见文献[6]。 

2. 迹 

本节将研究密码 rpp 半群上同余的性质。首先，回忆同余迹的定义。 
定义 2.1：令 S 为半群， ρ 为 S 上的同余。称 E(S)(S 的幂等元集)上的等价关系

( )E Strρ ρ= 为同余 ρ
的迹。 

为得到密码 rpp 半群同余迹的一般性质，引进如下概念。 
定义 2.2：E(S)上等价关系τ 称为正规的(nomral)，如果 
(T) ( ) ( )0 01, , .e f x y S xey xfyτ τ∈ ⇒  
进一步，E(S)上的正规等价关系τ 称为真的(proper)，如果τ 既不为恒等关系 ε ，也不是泛关系ω 。 
明显，E(S)上的恒等关系 ε 和泛关系ω 都是正规的。记 JN(S)为 E(S)上所有正规等价关系所组成的集

合，并赋予集合的包含关系。 
据定义，不难验证，有如下推论： 
推论 2.3：E(S)上的正规等价关系的交还是正规的。 
基于推论 2.3，可以证得下面引理。 
引理 2.4：关于如下运算：对于 ( ) ,A JN S⊆  

( ), :
A AA A

JN S
τ ττ τ
τ τ τ θ τ θ

∈ ∈∈ ∈

 
= = ∈ ⊆ 

 
∧ ∨∩ �  

( )JN S 是完备格。 
证明：据推论 2.3，

Aτ
τ

∈∩ 与 ( ){ }:
A

JN S
τ

θ τ θ
∈

∈ ⊆∩ � 均为 E(S)上的正规等价关系。因此 

A Aτ τ
τ τ

∈ ∈

=∧ ∩  

和 

( ) :
A A

JN S
τ τ
τ θ τ θ

∈ ∈

 
= ∈ ⊆ 

 
∨ ∩ �  

都是 ( )JN S 上代数运算。据此，易知： ( )( ), ,JN S ∧ ∨ 为一个完备格。 
下面是本节的主要结果。 
定理 2.5：令 S 为密码 rpp 半群。对于 E(S)上的等价关系τ ，以下各款等价： 
(i) τ 为正规的； 
(ii) ( )0

tr H Hτ τ= ，其中 ( )0
H Hτ 为含于 H Hτ 的最大同余； 

(iii) 存在 S 上的 *L -酉同余 ρ ，使得 trτ ρ= ； 
(iv) *trτ τ= ，其中 *r 为包含τ 的最小 *L -酉同余。 
而且，如果条件(i)~(iv)满足，那么 S 上以τ 为迹的 *L -酉同余均包含在区间 ( )* , H Hτ τ  。 

证明：(i)⇒(ii)显然，H Hτ 为自反的，对称的。令 ( ),a b H Hτ∈ 且 ( ),b c H Hτ∈ ，则存在 , , ,x y w z S∈

使得 aHx yHbHw zHcτ τ 。而 ( ), ,xHy y w E S∈ ，进而 y w= ，因此 x zτ ，故 aH Hcτ 。 
这样， H Hτ 为传递的。 
记 ( )0

H Hλ τ= 。令 e fτ ，则对于任意的 1,x y S∈ ， ( ) ( )0 0xeyH xey xfy Hxfyτ ，进而 xeyH Hxfyτ ，从
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而τ λ⊆ ，显然 trτ λ⊆ ，反之，若 gt hτλ ，则 gH Hhτ ，进而存在 ( ),p q E S∈ 使得 gHp qHhτ ，从而 gHp qHhτ 。

但一个 H-类最多含有一个幂等元，从而 ,g p h q= = ，故 g hτ ，这样 trλ τ⊆ 。现在证明了： trτ λ= 。 
(ii)⇒(iii)。用(i)⇒(ii)证明中的符号，仅需证明： λ 为 *L -酉同余。 
令 x S∈ ，由 0x xx= ，知 ( )( )0x x xλ λ λ= 。对于任意的 ,u v S∈ ， 
1) 若 ( )( ) ( )( )x u x vλ λ λ λ= ，即 ( ) ( )xu xvλ λ= ，则对于任意的 1,a b S∈ ， axubH Haxvbτ ，从而存在

( ),e f E S∈ 使得 axubHe fHaxvbτ 。但 H 为 S 上的同余，于是 
0 0ax ubHaxubHe fHaxvbHax ubτ 。 

因此 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0x u x u x v x vλ λ λ λ λ λ= = = 。 

2) 若 ( )( ) ( )x u xu xλ λ λ λ= = ，则 ( )( ) ( )( )0x u x xλ λ λ λ= ，再根据(1)，有 

( )( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0 0x u x x x x xλ λ λ λ λ λ= = =  

综合(1)，(2)，已经证明了：对于任意的 ( )1,u v Sλ λ λ∈ ， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )0 0 .x u x v x u x vλ λ λ λ λ λ λ λ= ⇒ =  

从而 * 0x L xλ λ，故 λ 为 *L -同余。 
设 x yλ λ= ，那么 ( ),g h E S∈ 使得 xHg hHyτ ，进而 0 0x HxHg hHyHyτ ，于是 0 0x Hg hHyτ ，从而 0x g= ，

0y h= ，因此 ( )0 0,x y trτ λ λ∈ ⊆ ⊆ 。故 λ 为酉同余。 
(iii)⇒(iv)。明显， ( )** trτ ρ ρ= ⊆ ，进而 *tr trτ ρ⊆ 。若 ( ),e f trρ∈ ，则 ( ),e f τ∈ ，从而 *e fτ ，这样

*tr trρ τ⊆ ，故 *tr trτ ρ τ= = 。 
(iv) ⇒(i)。因为 

*e f feτ τ⇒  
*xey xfyτ⇒ 对于任意 1,x y S⊆  

( ) ( )0 0*xey xfyτ⇒  (由于 *τ 为酉同余) 

( ) ( )0 0xey xfyτ⇒  

所以τ 为正规等价关系。 
现在假设条件(i)~(iv)成立。令 ρ 为 S 上的 *L -同余，且 trτ ρ= ，则 ( )** trτ ρ ρ= ⊆ 。对于任意的 ,a b S∈ ，

且 a bρ ，由 0 0aHa b Hbτ ，从而 aH Hbτ ，因此 H Hρ τ⊆ ，进而 ( )0
H Hρ τ⊆ 。反之，若 ( )0* H Hρτ τ⊆ ⊆ ，

则由条件(ii)，(iv)， 

( )0* H Htr tr trτ τ ρ τ τ= ⊆ ⊆ =  

故 trτ ρ= 。 

3. 几类 L*-酉同余 

本节考虑密码 rpp 半群上的几类重要同余。 
半群 S 上的同余 ρ 称为幂等元分离(idempotent-separating)，如果对于任意 ( ),e f E S∈ ， e fρ 蕴含着

e f= 。等价地说， ρ 为幂等元分离同余的充分必要条件是 trρ ε=  (E(S)上的恒等关系)。 
命题 3.1：令 S 为密码 rpp 半群， ρ 为 S 上的 *L -酉同余，则 ρ 为幂等元分离同余的充分必要条件是

Hρ ⊆ 。 
证明：(充分性)设 Hρ ⊆ 。对于任意的 ( ),e f E S∈ ，若 e fρ ，进而 eHf ，从而 e f= ，故 ρ 为幂等
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元分离同余。 
(必要性)设 ρ 为幂等元分离同余，那么 trρ ε= ，据定理 2.5， ( ) ( )0 0

  trH H H H Hρ ρ ε⊆ = ⊆ 。 
半群 S上的同余 ρ 称为左消幺半群同余(left cancellative monoid congruence)，如果 S ρ 为左消幺半群。

不难验证，对于 rpp 半群，任一左消幺半群同余都是 *L -酉同余。 
命题 3.2：令 S 为密码 rpp 半群， ρ 为 S 上的 *L -酉同余，则 ρ 为左消幺半群同余的充分必要条件是

trρ ω= 。 
证明：设 ρ 为左消幺半群同余，则 S ρ 有且仅有一个幂等元。易知，对于任意的 ( )e E S∈ ，eρ 是 S ρ

的幂等元，因此ω ρ⊆ ，故 trω ρ ω⊆ ⊆ ，于是 trρ ω= 。 
反之，若 trρ ω= ，则根据引理 1.5，S ρ 有且仅有一个幂等元。因此 S ρ 为幺半群。但 S ρ 为强 rpp

半群，所以 S ρ 为左消幺半群，故 ρ 为 S 上的左消幺半群同余。 
下面是命题 3.2 的直接推论。 
推论 3.3：令 S 为密码 rpp 半群，则 *ω 是 S 上的最小左消幺半群 *L -酉同余。 
Rpp 半群 S 称为 C-rpp 半群，如果 E(S)在 S 的中心内。等价地，一个半群为 C-rpp 半群的充分必要条

件是它为一些左消去幺半群的强半格。值得指出，一个 C-rpp 半群的所有正则元构成一个子半群，并且

为 Clifford 半群(即，所有幂等元都在其中心的正则半群)。关于 Clifford 半群，参见([24], p. 93)。 
半群 S 上的同余 ρ 称为 S 上的 C-rpp 半群同余，如果 S ρ 为 C-rpp 半群。 
引理 3.4：令 S 为密码 rpp 半群， ρ 为 S 上的 *L -酉同余。对于任意的 ,a b S∈ ，若 aRb ，则 a Rbρ ρ 。 
证明：由定义，知 0 0a Rb ，于是 0 0a Rbρ ρ 。据引理 1.5，( )0 0a aρ ρ= ，( )0 0b bρ ρ= 。因此 ( ) ( )0 0a R bρ ρ ，

从而 a Rbρ ρ 。 
命题 3.5：令 S 为密码 rpp 半群， ρ 为 S 上的 *L -酉同余，则 ρ 为 C-rpp 半群同余的充分必要条件是

( )ltr trDρ = 。 
证明：(必要性)设 ρ 为 C-rpp 半群同余，若 ( ) ( ), le f D∈ ，于是存在 c S∈ 使得 eLcRf ，从而 e LcRfρ ρ 。

但 S ρ 的所有正则元组合 Clifford 子半群，所以 e fρ ρ= ，因此 ( )ltrD trρ⊆ 。反之，记 RegS 为 S 的所有

正则元组合的集合。由 S 为密码 rpp 半群，知 S 为超 rpp 半群，于是 RegS 为完全正则子半群，易知， | RegSρ
为RegS上的Clifford半群同余，再据([23], p. 257, Exercises VI.2.13(i))， |tr Reg rS t Dρ = 。若有 ( ),e f trρ∈ ，

显然， ( ), |e f tr RegSρ∈ ，于是 ( ) ( ), le f D D∈ ⊆ ，从而 ( )ltr trDρ ⊆ 。故 ( )ltr trDρ = 。 
(充分性)假设 ( )ltr trDρ = 。注意到，RegS 为密码群，再根据引理 1.5，要证 S ρ 为 C-rpp 半群，仅需

证： |Reg S RegSρ 为 Clifford 半群。又 ( )ltr trDρ = 蕴含着 | |tr RegS trD RegSρ = ，再由([23], p. 257, Ex-
ercises VI.2.13(i))， |Reg S RegSρ 为 Clifford 半群。从而 S ρ 为 C-rpp 半群，即 ρ 为 C-rpp 半群同余。 
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