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Abstract 

This passage studies a phytoplankton-zooplankton ecological model with tax measure, and dis-
cusses the existence and local asymptotic stability of the equilibrium point. According to the 
Routh-Hurwitz Criterion, the critical conditions for the local asymptotic stability of the equili-
brium point are investigated. Using Pontryagin Maximum Principle, the optimal equilibrium solu-
tion is obtained to achieve the optimal tax revenue, which can get the tax revenue value to maxim-
ize the discount value of social income. Numerical simulation works verify the feasibility and ef-
fectiveness of the theoretical results, and analyze the impact mechanism of tax measure on the 
dynamics of the model. Finally, these results can provide a theoretical basis for resource managers 
to formulate resource management policies rationally. 
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摘  要 

本文研究了一类具有税收措施的浮游植物–浮游动物生态模型，探讨了模型平衡点的存在性和局部渐近

稳定性，利用Routh-Hurwitz判据得到了平衡点局部渐近稳定的临界条件，依据Pontryagin极大值原理

求解出达到最优税收的最优平衡解，得到使社会收入贴现值为最大的税收值。数值模拟工作验证了理论

结果的可行性与有效性，并分析了税收措施对模型动力学性态的影响机制。这些研究结果给资源管理者

合理制定资源管理政策提供了理论依据。 
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1. 引言 

众所周知，浮游生物(plankton)是指悬浮在水体中的生物，是水生食物链的最要组成部分，在水生生

态系统中占有重要地位，可划分为浮游植物和浮游动物两大类[1] [2]。浮游植物(phytoplankton)是指在水

中以浮游生活的微小植物，通常是指浮游藻类，他们是初级生产者，是水生态系统食物链的基础，且是

浮游动物的食物来源。 
随着社会经济快速发展和社会人口的迅速繁衍，人类对自然资源的巨大需求和大规模的开采行为已

导致基础资源出现削弱、退化、枯竭现象，与此同时也带来严重的环境污染问题，直接威胁到人类和其

它生物的生存与发展。近几十年来，大量学者研究了浮游植物–浮游动物生态模型[3] [4] [5] [6] [7]，获

得一些比较优秀的成果。Chattopadhyay [3]等人研究了有毒浮游植物和浮游动物生态模型，探讨了产毒浮

游植物在浮游生物种群生长动态过程中的影响作用。Roy [4]在单一营养条件下构建了浮游植物生态模型，

研究了无毒和有毒浮游植物之间的相互作用机制。Sata T 和 Bandyopadhyay [5]考虑了浮游植物毒素释放

具有离散时间变化特征，构建了带有离散时间变化特征的浮游植物–浮游动物生态模型，研究了毒素释

放离散时间变化特征对浮游植物和浮游动物生长动态变化趋势的影响作用。文献[6]构建了一类营养盐–

浮游生物生态模型，研究了有毒物质如何抑制浮游植物和浮游动物的生长速率。Mukhopadhyay [7]在浮游

植物水华背景下，构建了一类水体富营养化生态模型，研究了营养盐与浮游植物之间的交互作用。 
然而目前，税收捕获如何影响浮游植物与浮游动物之间交互作用的研究相对较少。针对资源可持续

问题，Clark [8] [9]和 Mesterton-Gibbons [10] [11]等人构建了几类具有最优收获策略的捕食–食饵生态模

型，探讨了如何实施收获策略才能维持渔业的可持续发展。Pahari 和 Kar [12]等人考虑到政府一般采取多

种方式进行监管，通常会考虑税收、产权租赁、季节性捕获和直接管制等措施，构建了一类可替代食饵

的捕食–食饵生态模型，探讨如何选择性地对捕食者进行捕获，进而维持渔业的可持续发展。霍[13]等人

构建了一个具有保护区和税收的渔业资源动态模型，研究了保护区和税收对渔业资源可持续发展的影响

作用。Kar、Dubey、Chaudhui 等学者[14] [15] [16] [17]利用税收作为控制变量构建渔业资源动态模型，

他们也探讨了如何通过税收措施维持渔业资源的可持续发展。 
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2. 生态建模 

基于 Sata T 和 Bandyopadhyay [5]和 Bandyopadhyay [3]等人提出的有毒浮游植物–浮游动物生态模

型： 

1

d 1
d
d
d

P P PZrp
t k P

PZZ PZdZ
t P P

β
α

β γ
α α

  = − −  + 

 = − − + +

                              (1) 

P 是产毒浮游植物在 t 时刻的密度，Z 是浮游动物在 t 时刻的密度。r 表示浮游植物的内禀生长率，k 表示

浮游植物在水环境中的最大环境承载量，β 表示浮游动物的捕获率，α 表示 Holling功能反应项的半饱

和系数， 1β 表示生物量转化率(满足限制条件 10 β β< < )，d 表示捕食者种群的死亡率，参数 0γ > 表示每

单位生物量浮游植物产生毒性物质的速率。假设浮游植物对浮游动物生长的贡献与有毒物质对浮游动物

死亡的贡献成正比，因此，可用 PZ Pγ α + 表示有毒物质导致浮游动物死亡情况。同时，假设 1β γ> ，

即浮游动物转化量高于有毒物质导致浮游动物的死亡量。 
依据上述假设，对模型(1)进行修改，有选择性地进行比例捕获。同时，引入税收变量，通过调节税

收来防止渔民过渡捕获，从而使渔业资源可持续发展，进而建立如下模型来揭示比例捕获和税收措施如

何影响浮游植物与浮游动物的动态变化趋势。 

( )

1

0

d 1
d
d
d
d
d

P P PZrP
t k P

PZZ PZdZ qEZ
t P P
E E qZ c
t

β
α

β γ
α α

α ρ τ

  = − −  + 


= − − −
+ +


= − −   



                             (2) 

其中假设只对浮游动物进行捕获， ( )E qZ cρ τ− −   表示捕获者所获得种群资源的净经济收入。q 为可捕

获系数，E 表示对浮游动物种群的捕获强度， EqZ 表示在捕获强度存在的条件下所获得的资源量，这与

捕获强度 E 有关。ρ 表示单位资源 Z 的市场价格，管理者对单位资源的税收为τ ，若 0τ > ，表示管理者

对资源进行保护，管理者要对捕获者所捕获的资源进行税收，若 0τ < ，表示管理者对捕获者进行补偿。

通常情况下，我们假设 0τ > ，c 表示 Z 的捕获成本， 0α 表示税收对捕获的影响成正比。关于 

( )0
d
d
E E qZ c
t

α ρ τ= − −  的具体解释参考文献[17]。同时假设 0ρ τ− > ，当 p τ< 时，有
d 0
d
E
t
< 。由生物 

学意义可知所有参数均取正数，即仅在区域 ( ){ }, , 0, 0, 0G x y E x y E= > > > 内对模型(2)进行理论与数值

讨论。 
引理 1：对所有的 0t ≥ ，模型(2)所有的解 ( ) ( ),x t y t 和 ( )E t 在初始条件下都是正的。 
证明 将模型(2)改写为 

( )

( )

( ) ( )

1

1
2

0 3

d 1 , ,
d
d , ,
d
d , ,
d

P P PZrP Pf P Z E
t k P

PZZ PZdZ qEZ Zf P Z E
t P P
E E qZ c Ef P Z E
t

β
α

β γ
α α

α ρ τ

  = − − =  + 


= − − − =
+ +


= − − =   



                       (3) 
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其中 ( )1 , , 1 P Zf P Z E r
k P

β
α

 = − −  + 
， ( ) 1

2 , ,
P Pf P Z E d qE
P P

β γ
α α

= − − −
+ +

， ( ) ( )3 0, ,f P Z E qZ cα ρ τ= − −  。 

方程 (3)在满足初始条件下，可得到 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )0
0 exp , , d 0

t
P t P p s Z s E s s= >∫ ，同理，得到

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )20
0 exp , , d 0

t
Z t Z f P s Z s E s s= >∫ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )30

0 exp , , d 0
t

E t E f P s Z s E s s= >∫ 。 

显然，模型(2)的所有解都是正的。 
引理 2：对所有的 0t ≥ ，模型(2)中所有的解 ( ) ( ),x t y t 和 ( )E t 在初始条件下都是一致有界的。 

证明 设函数 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0

W t P t Z t E tββ γ β
α ρ τ

= − + +
−

， ( )W t 关于 t 求导联立(2)有 

( ) ( )

( )

1
0

1

d d d d
d d d d

1

W P Z E
t t t t

P c Er dZ
k

ββ γ β
α ρ τ

ββ γ β
ρ τ

= − + +
−

 = − − − −  − 

                            (4) 

对任意的 0µ > ，有 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1
0

d
d

1

1

W W
t

P c E c ErP dZ P Z
k

P Er P Z d c
k

µ

β µ ββ γ β µ β γ µβ
ρ τ ρ τ

β µβ γ µ β µ
ρ τ α

+

 = − − − − + − + +  − − 
   = − + − − − − −    −    

                  (5) 

取 { }0max ,d cµ α= ，得到 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1d

d 2 4
r k r k rW W P V

t k r r
β γ µ µ β γ

µ
− + + − 

+ ≤ − − + ≤ 
 

                 (6) 

其中
( ) ( )2

1

4
k r

V
r

µ β γ+ −
= 。则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 , , 1 e 0 , 0 , 0 et tVW P Z E W P Z Eµ µ

µ
− −≤ ≤ − +                    (7) 

当 t → +∞时，可以得到 ( )lim , ,
t

VW P Z E
µ→+∞

≤ 。 

因此当 t → +∞时，对任意的 0ε > ，模型(2)的所有解都定义在区域 

( ) 3, , : 0 VD P Z E R W ε
µ

+ 
= ∈ < < + 
 

                            (8) 

3. 平衡点存在性与稳定性 

通过计算模型(2)存在四个平衡点 ( )0 0,0,0S ， ( )1 ,0,0S k ， ( )2 1 1, ,0S P Z ， ( )3 , ,S P Z E∗ ∗ ∗ ，平衡点 0 1,P P
显然永远存在，下面主要考虑 ( )2 1 1, ,0S P Z ， ( )3 , ,S P Z E∗ ∗ ∗ 存在的充分性条件。 

定理 1 若满足条件 1
d d
k
αβ γ> + + ，则平衡点 ( )2 1 1, ,0S P Z 是存在的。 

证明 平衡点 ( )2 1 1, ,0S P Z 满足如下方程： 

https://doi.org/10.12677/pm.2019.96095


李辉登 

 

 

DOI: 10.12677/pm.2019.96095 716 理论数学 

 

1

1 0

0

P Zr
k P

P Pd
P P

β
α

β γ
α α

  − − =  + 

 − − = + +

                                  (9) 

解得 1
1

dP
d

α
β γ

=
− −

， ( )1
1 11

PZ P
k

γ α
β
 = − + 
 

。 

所以由条件 1
d d
k
αβ γ> + + 得 1 1,P Z 都大于 0。定理证毕。 

定理 2 若条件 

ρ τ> ，
( )

cr
q

βα
ρ τ

>
−

                                     (10) 

和 ( )1 d P dβ γ α∗− − >                                         (11) 

满足，则平衡点 ( )3 , ,S P Z E∗ ∗ ∗ 是唯一存在的。 
证明 平衡点 ( )3 , ,S P Z E∗ ∗ ∗ 满足方程： 

( )

1

1 0

0

0

P Zr
k P

P Pd qE
P P

qZ c

β
α

β γ
α α
ρ τ

  − − =  + 
 − − − = + +

− − =

                                (12) 

解得 

( )
cZ

qρ τ
∗ =

−
，

( ) ( )2 4

2

Zk k k
r

P

βα α α
∗

∗

 
− − + − − − 

 = ，
( )11 P

E d
q P

β γ
α

∗
∗

∗

 −
= − 

+  
 

由 ρ τ> ，
( )

Cr
q

βα
ρ τ

>
−

，可知 0P∗ > ， 0Z ∗ > 。当 ( )1 d P dβ γ α∗− − > 时，可知 0E∗ > ，故 , ,P Z E∗ ∗ ∗ 都 

大于 0。 
同时模型(2)的 Jacobian 矩阵为 

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

2

1 1
2 2

0 0

2 0

, ,

0

rP Z Pr
k PP
Z PZ PJ P Z E d qE qZ

P PP P
E q qZ c

αβ β
αα

αβ βαγ γ
α αα α

α ρ τ α ρ τ

 − − − ++ 
 
 = − − − − −

+ + + +
 

− − −    
 

       (13) 

1) 平衡点 ( )0 0,0,0S 对应的特征根分别为 1 0rλ = > ， 2 0dλ = − < ， 3 0 0cλ α= − <  
因此 ( )0 0,0,0S 是一个鞍点。 
2) 平衡点 ( )1 ,0,0S k 的特征方程为 ( )( )( )0 0r d cλ λ λ α+ + + = ，易知，所有的特征根均小于 0，因此

平衡点 ( )1 ,0,0S k 是局部渐近稳定的。 
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定理 3 如果满足
1

c
qZ

τ ρ> − 和
( )

1 1
2

1

2rP Zr
k P

αβ
α

< +
+

，则平衡点 ( )2 1 1, ,0S P Z 是局部渐近稳定的。 

证明 模型(2)在平衡点 ( )2 1 1, ,0S P Z 的特征方程为 

( )( )( )2
0 1 1 2 0qZ c D Dλ α ρ τ λ λ− − − + + =                         (14) 

其中 1 1
1

1

2rP ZD r
k P

αβ
α

= − + +
+

，
( )

1 1
2 3

1

PZD
P

αβ
α

=
+

。 

当
1

c
qZ

τ ρ> − 和
( )

1 1
2

1

2rP Zr
k P

αβ
α

< +
+

成立时，其特征值均为负，因此 ( )2 1 1, ,0S P Z 是局部渐近稳定的。 

模型(2)在平衡点 ( )3 , ,S P Z E∗ ∗ ∗ 处的 Jacobian 为 

( )

( )

( )
( )

2

1
2

0

2 0

( )
, , 0

0 0

rP Z Pr
k PP

ZJ P Z E qZ
P

E q

αβ β
αα

α β γ

α

α ρ τ

∗ ∗ ∗

∗∗

∗
∗

∗

∗

 
− − − 

++ 
 
 −

= − 
+ 

 
− 

 
 

                 (15) 

其特征方程为： 

3 2
1 2 3 0G G Gλ λ λ+ + + =                                    (16) 

其中 

( )1 2

2rP ZG r
k P

αβ

α

∗ ∗

∗
= − + +

+
                                   (17) 

( )
( )

( )1 2
2 03

P Z
G E q Z

P

αβ β γ
α ρ τ

α

∗ ∗
∗ ∗

∗

−
= + −

+
                        (18) 

( )
( )

2
3 0 2

2rP ZG E q Z r
k P

αβα ρ τ
α

∗ ∗
∗ ∗

∗

 
 = − − + +
 +  

                   (19) 

当

( )2

2rP Zr
k P

αβ

α

∗ ∗

∗
< +

+
时，可知 

1 30, 0G G> >  

( )
( ) ( )

1
1 2 3 3 2

2 0
P Z rP ZG G G r

kP P

αβ β γ αβ

α α

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

 −  − = − + + >
 + +  

 

即 1 2 3G G G> ，由 Routh-Hurwitz 判别法可知方程(16)的根均有负实部，正平衡点 ( )3 , ,S P Z E∗ ∗ ∗ 是局部渐

近稳定的。于是有以下定理： 
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定理 4 当
( )2

2rP Zr
k P

αβ

α

∗ ∗

∗
< +

+
时，正平衡点 ( )3 , ,S P Z E∗ ∗ ∗ 是局部渐近稳定的。 

4. 最优税收策略 

在实际问题中，最优税收政策就是通过调节税收即使得人类在捕获活动中的总收入达到最大值，又

能保证自然资源持续发展，这个目标社会收入的贴现值可表示为： 

( )
0

, , , e dtJ P Z E t tδπ
+∞ −= ∫                                  (20) 

其中 ( ) ( ), , ,P Z E t qZ c Eπ ρ= − ， 0δ > 为年贴现率，解决这个最优问题，就是确定一个税收策略 ( )tτ τ=
使得 J 在满足状态方程(2)和控制约束条件 min maxτ τ τ≤ ≤ 下取得最大值。 

现构造控制问题的 Hamiltion 函数： 

( )

( )

1
1 2

3 0

e 1

       

t PZP PZ PZH qZ c E rP dZ qEZ
k P P P

E qZ c

δ ββ γρ λ λ
α α α

λ α ρ τ

−     = − + − − + − − −    + + +    
+ − −  

        (21) 

其中 1 2 3, ,λ λ λ 都是伴随变量[8]，假设 Hamiltion 函数不会在 maxτ τ= 或者 minτ τ= 取得最大值，从而可得奇

异控制[8] 

( )3 0 30 0H qZ Eλ α λ
τ

∂
= − = ⇒ =

∂
                              (22) 

根据 Pontryagin 最大值原理有 

( ) ( ) ( )
1 1

1 22 2 2

d 21
d

ZH P Z Zr
t P k P P P
λ αβαβ αγλ λ

α α α

   ∂  = − = − − − − −    ∂   + + +      
                      (23) 

( )2 1
1 2 3 0

d
e

d
t PH P PqE d qE qE

t Z P P P
δλ ββ γρ λ λ λ ρ τ α

α α α
− ∂  = − = − − + − − − + −  ∂ + + +  

         (24) 

( ) ( )( )3
2 3 0

d
e

d
tH qZ c qZ qZ c

t E
δλ

ρ λ λ α ρ τ−∂  = − = − − − + − − ∂
                            (25) 

由(25)得 

2 e t c
qZ

δλ ρ−  
= − 

 
                                      (26) 

把 2λ 的结果代入(23)得到 

1
1 1 2

d
e

d
tA A

t
δλ

λ −= +                                      (27) 

其中 

( )1 2

21Z PA r
kP

αβ
α

 = − − 
 +

，
( ) ( )

1
2 2 2

Zc ZA
qZ P P

αβαγρ
α α

  
= − −  

+ +    
 

上述微分方程的解为 

2
1 0

1

e et AtA K
A

δλ
δ

−= − +
+

                                (28) 
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其中 0K 是一个常数。当 t → +∞， 0 0K = 时，影子价格 1e
tδλ 是有界的。 

2
1

1

e tA
A

δλ
δ

−= −
+

                                      (29) 

同理，由(24)和(29)可得 

2
2

1

e tB
B

δλ
δ

−= −
+

                                      (30) 

其中 

1
1

PPB d qE
P P

βγ
α α

= + + −
+ +

, 2
2

1

e t A PB qE
A P

δ β ρ
δ α

−   
= −  + +   

 

由(26)和(30)联立有 

2

1

Bc
qZ B

ρ
δ

− = −
+

                                  (31) 

把正平衡点 ( )3 , ,S P Z E∗ ∗ ∗ 代入(31)式得到一个关于τ 的方程，此方程的解(如果存在的话)用 δτ 表示，再将 

δτ 代入 ,P Z∗ ∗和 E∗，可得最优平衡解( P Pδ= ， Z Zδ= ， E Eδ= )和最优税收
c

qZδ
δ

τ ρ= − 。 

现在建立了最优平衡解的存在条件，满足了最大原理的必要条件，因此正如 Clark 指出，由 Bang-Bang
控制和非平衡奇异控制组合而成的最优路径是很难找到的，因此，我们只考虑一个最优平衡。 

注：从本节进行的上述分析，我们观察以下情况： 
i) 从(22)，(29)和(30)，注意到 ( ) ( )e 1,2,3t

i t iδλ = ，( ( )i tλ 是伴随变量)在最优平衡的时间间隔内保持

恒定。因此，当 t → +∞时，它们满足在 +∞上的横截性条件。 
ii) 考虑到内平衡点，(25)式可以改写成 

( )2 e et tqZ pZ c
E

δ δ πλ ρ∗ − ∗ − ∂
= − =

∂
 

这意味着单位收获的总用户成本等于稳定状态水平下未来价格的折扣值。 

iii) 在(31)式中，当 t → +∞时， 2

1

0
Bc

qZ B
ρ

δ
− = − →

+
。因此，净收益 ( ), , , 0P Z E tπ ∞ ∞ ∞ = ，这意味着 

当贴现率是无限时，净收益趋于 0。 

5. 数值模拟 

现在主要通过数据仿真来验证理论结果的有效性和可行性，且进一步探讨税收措施如何影响模型(2)
的动力学性态，其参数取值为 0.8r = ， 10k = ， 0.8β = ， 5α = ， 1 0.6β = ， 0.1d = ， 0.2γ = ， 0.2q = ，

0 0.4α = ， 8ρ = ， 2c = ， 0.26δ = 。依据定理 2 和定理 4，可计算平衡点为 ( )2.82,7.79,0.72 ，且是局部

渐近稳定的，详细见图 1 和图 2，进而说明所得理论结果是可行的。 
依据理论推导可知税收措施可以对捕获起到一定的控制作用，从而影响浮游植物和浮游动物的种群

密度动态变化趋势。从图 3~图 5 不难看出，渔民所获得的收益随着税收的增加而减少，同时渔民就会减

少对浮游动物的捕获(即捕获强度减低)，因此浮游动物种群密度就会增加，从而导致浮游植物种群密度逐

渐减少，因而，税收措施严重影响浮游植物和浮游动物的种群密度动态变化趋势。 
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Figure 1. Phase space trajectories when 4.46τ =  
图 1. 当 4.46τ = 时的相位图 

 

 
Figure 2. Time series when 4.46τ =  
图 2. 当 4.46τ = 时的时间序列图 

 

 
Figure 3. Dynamic trends of phytoplankton for different tax levels 
图 3. 不同税收水平下的浮游植物的动态变化趋势 
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Figure 4. Dynamic trends of zooplankton for different tax levels 
图 4. 不同税收水平下的浮游动物的动态变化趋势 

 

 
Figure 5. Dynamic trends of harvesting intensity for different tax 
levels 
图 5. 不同税收水平下收获强度的动态变化趋势 

6. 结论 

本文构建了具有税收措施的产毒浮游植物–浮游动物生态模型，讨论了模型的正性、有界性和平衡

点的存在性；利用 Routh-Hurwitz 判据，得到了平衡点局部渐近稳定的临界条件；依据 Pontryagin 最大值

原理探讨了税收措施的最优平衡解，得到了使社会收入贴现值为最大的税收值。数值模拟验证了理论结

果的可行性与有效性。总而言之，这些研究结果为资源管理者合理制定资源管理政策提供了理论依据。 
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