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Abstract 
Symbol-pair codes are designed to protect against pair error in data reading. The pair-distance is 
an important parameter to measure the error correction ability of the symbol pair in the symbol 
pair reading channel. MDS symbol pair codes are the best symbol pair codes with the largest sym-
bol pair distance when the length and dimension of the symbol pair codes are constant. One of the 
important problems of symbol-pair codes is to construct MDS symbol-pair codes with a large code 
length and a large minimum pair-distance. In this paper, we analyze the method of characterizing 
pair-distance by repeated-root cyclic codes and construct a new class of MDS symbol-pair codes 
with different parameters and larger symbol pair-distance. 
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摘  要 

符号对码是一类可以很好地处理在数据读取过程中出现对错误的情况的编码方法。符号对距离是衡量符

号对码在符号对读取信道中的纠错能力的一个重要参数指标。在符号对码的长度和维数一定的情况下，

MDS符号对码是符号对距离最大的一类最佳符号对码。符号对码的研究的主要内容之一是构造MDS符号
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对码，特别是构造出符号对距离较大的MDS符号对码。本文分析了重根循环码的符号对距离的刻画方法，

并且利用重根循环码构造出参数不同于已知构造且符号对距离较大的一类MDS符号对码。 
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1. 研究背景 

随着高密度数据存储技术的发展，人们能够使用高分辨率的存储技术对数据进行快速的存储和读取。

然而通常由于物理条件的限制，在数据的读取过程中并不总能使用高分辨率的读取设备来读取由高分辨

率的写入设备所存储的数据。这种用较低的分辨率的读取头来读取通过高分辨率写入储存介质的信息的

过程中，信息读取结果可能不会如一般情形一样得到单个符号，而是得到一个符号对，我们把这种信道

称为符号对读取信道。具体而言，设 Σ表示一个字符串的集合， ( )0 1 1, , , nx x x − 为待传输的码字，在符号

对读取信道中该信息被读取为 ( ) ( ) ( )( )0 1 1 2 1 1, , , , , ,nx x x x x x− 。然而，由于外界干扰等因素的影响，码字在

传输的过程中可能会发生错误，使得读取出的码字的符号对中有一个和多个符号对出现错误。一个符号

对错误是指在一个符号对中存在一个或两个符号的读取错误。针对这种情况，Cassuta 和 Blaum [1] [2]提
出了符号对码来刻画在符号对读取信道中出现符号对错误的情况下如何设计好的码。 

设 C 是 n
qF 上长度为 n、含有 M 个向量、符号对距离是 Pd 的符号对码，记为 ( ), , P qn M d 符号对码。

与经典纠错码类似，符号对距离可以反映符号对码的对错误的纠错能力，当符号对距离为 Pd 时，这个符

号对码至多可以纠正 ( )1 2Pd −  个符号对错误[2]。为了得到具有较强纠错能力的符号对码，研究人员期

望构造出符号对距离较大的符号对码。另外，如何构造出码字较多的码也是编码理论的一个重要问题。

如果 ( )2 Pd C n≤ ≤ ，那么 2Pn dM q − +≤ ，该上界被称为 Singleton-type 界[3]。如果 2Pn dM q − += ，那么称 C
为最大距离可分(MDS)符号对码，记为 ( ), P qn d MDS 符号对码。 

针对如何构造符号对距离较大的 MDS 符号对码的问题，2015 年，Kai [4]等人利用常循环码性质构

造了一系列符号对距离为 5 和 6 的 MDS 符号对码。2016 年，Chen [5]等人通过重根循环码构造了符号对

距离为 7 和 8 的 MDS 符号对码。2018 年，文献[6]进一步利用重根循环码给出了 3 类新的符号对距离为

6 和 7 的 MDS 符号对码。 
本文首先分析了符号对码的相关性质，刻画了重根循环码的符号对距离，并构造出符号对距离为 7

的新参数的 MDS 符号对码。利用 Magma 软件，给出了若干 MDS 符号对码的实例并给出了具体参数，

列举出决定符号对距离的码字。这些实例显示了符号对距离的码字的一些特征，将为进一步研究重根循

环码的符号对距离提供参考。 

2. 预备知识 

设 ( )0 1 1, , , n
nx x x x −= ∈Σ ，那么 x 对应的符号对向量为 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 2 1 0, , , , , ,nx x x x x x xπ − =   ,                          (1.1) 
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( )xπ 的每一个分量 ( )1,i ix x + 被称为一个符号对，显然 ( )xπ 由 x 唯一确定。对 ( ) ( ), , ,a b c d∀ ∈Σ×Σ，

有 ( ) ( ), ,a b c d= 当且仅当 a b= ， c d= 。设 ( )0 1 1, , , nx x x x −=  ， ( )0 1 1, , , n
ny y y y −= ∈Σ ，定义 

( ) ( ) ( )( ), ,P Hd x y d x yπ π=                               (1.2) 

作为 x，y 的符号对距离，这里 ( ) ( )( ),Hd x yπ π 表示 ( )xπ 和 ( )yπ 的 Hamming 距离。关于向量

( )0 1 1, , , nx x x x −=  ，定义 x 的符号对重量为 

( ) { }0 |P i id x x x x= ≠ ∈ ,                               (1.3) 

如果定义 

( ) { }*
10 1| , 0i q igap x i n x F x += ≤ ≤ − ∈ = ,                        (1.4) 

那么可以得到 x 的 Hamming 距离和符号对距离具有关系式： 

( ) ( ) ( )P Hd x wt x gap x= + .                              (1.5) 

关于 nC∈Σ 的符号对距离，定义如下， 

( ) ( ){ }min , : , ,P Pd C d x y x y C x y= ∀ ∈ ≠ .                        (1.6) 

定理 1 [7]：对任意 nC∈Σ ，如果 ( )1 1Hd C n≤ ≤ − ，那么 ( )1 2H P Hd d C d+ ≤ ≤ 。 

线性码 n
qC F∈ 是一个 λ -循环码，当且仅当 C 是环 [ ] ( ) ( )n

q qF x x Fλ λ− ∈ 的一个理想。如果

( )ord rλ = ， ( )rnord q t= ，那么 tq
Fδ∃ ∈  s.t. nδ λ= 。根据 nx λ− 的根组成集合{ }1 | 0 1rj j nδ + ≤ ≤ − ，定 

义集合 

{ }1 | 0 1rj j nΩ = + ≤ ≤ − ,                              (1.7) 

如果对于 s∀ ∈Ω，定义 

{ }( )2, , , modSC s sq sq nr=  ,                            (1.8) 

那么所有的集合 sC 组成Ω的一个分割。取 *Ω 为所有分割的代表元素组成的集合，则 C 的生成多项

式 ( )g x 可以表示为 

( ) ( )
s

i

s A i C
g x x δ

∈ ∈

= −∏∏ ,                               (1.9) 

其中， *A ⊂ Ω 。 
如果 ( ), 1n p ≠ ，那么 C 为重根循环码。设 n

qF 上的重根 λ -循环码 C，其中 qFλ ∈ ， ( )1sn lp s= ≥ ， 1l ≥

且 ( ), 1p l = ， ( )g x∃  s.t. ( )C g x= 。设 ( )g x 在 qF 的完全因式分解为 

( ) ( )
1

i
k

e
i

i
g x m x

=

=∏ ,                                (1.10) 

其中， ( ) ( )( ) ( ), 1i jm x m x i j= ≠ 且 ( )1,2, ,s
ie p i k≤ =  。定义 

( )t tD g x= ,                                  (1.11) 

其中， ( ) ( )
i

t i
e t

g x m x
>

=∏ ，那么 0 qFλ∃ ∈  s.t. 0
spλ λ= ，从而 tD 是 n

qF 上的单根 0λ -循环码。规定 
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( ) ( ) 0,
1, ( ) 1

l
t

H t
t

g x x
d D

g x
λ∞ = −= 

=
,                           (1.12) 

那么我们可以利用如下定理确定重根循环码的 Hamming 距离。 
定理 2 [2]：设 ( )1sn lp s= ≥ 且 ( ), 1l p = ，q 是素数 p 幂次，C 是 n

qF 上的重根循环码，那么有 

( ) ( ){ }min | 0 1s
H t H td C P d D t p= ⋅ ≤ ≤ −                        (1.13) 

其中 ( )1
0 1m

t iiP t−

=
= +∏ ， [ ]1 1 0, , ,mt t t−  是 t 的 p 进制表示。 

如果 C 满足一定的条件我们可以得到关于 C 的 Hamming 距离和符号对距离的相关性质，具体如下： 
定理 3 [5]：设 C 是 qF 上的 ( ) ( ), , 2H Hn k d d n≤ < 常循环码。如果 C 中存在一个长度为 Hd s+ 的码字，

且该码字是连续的，那么有 1Hn d k s− ≤ + − 。 

定理 4 [5]：设 C 是 n
qF 上的 ( ), , Hn k d 常循环码且 2 Hd n≤ ≤ 。那么 ( ) 2P Hd C d≥ + 当且仅当 C 不是

MDS 码。 

3. Fp上长为 2p 的 MDS 符号对码 

定理 5：设 p 是素数且 5p ≥ ，那么存在 ( )2 ,7 pp MDS 符号对码。 

证明：设 ( )C g x= ， ( ) ( ) ( ) [ ]3 2
51 1g x x x F x= − + ∈ ，那么 C 形成

[ ]
2 1
p
p

F x
GR

x
=

−
的理想。由定理 2

可得： 4Hd = ，此时 C 不是 MDS 码，因此 ( ) 2P Hd C d≥ + ，下面分析 ( ) 2P Hd C d= + 是否成立。如果

2P Hd d= + ，意味着 c C∃ ∈  s.t. ( ) 2P Hd c d= + ，具体而言存在两种情况： 

Case1: ( ) 5Hwt c = ， ( ) 1gap c =  

由于 Hlp d k− > ，由定理 3 可知不存在这样的码字 c； 
Case2: ( ) 4Hwt c = ， ( ) 2gap c =  

(i) ( ) ( )1
0 1 1 , 3 2 2i i

i ic x c c x c x c x i p+
+= + + + ≤ ≤ − ，其中 *

0 1 1, , ,i i qc c c c F+ ∈ ，由于 ( ) ( )|g x c x ，那么 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( )

0 1 1

1 1

1

1
0 1 1

1
1 1

0
1 0

1 1 0

1 1 0

1 1 1 0

i i

i i

i i

i i
i i

i i
i i

c c c c
c ic i c

i i c i ic

c c c c

c i c i c

+

+

+

+
+

−
+

 + + + =
 + + + =
 − + + =


− + − + − =


+ − + + − =

                          (2.1) 

由方程组(2.1)中第二、五个方程可得： 

( ) ( ) ( )1
11 1 1 1 1 0i i

i ii c i c−
+

   − − + + − − =    ,                       (2.2) 

当 i 是奇数时，由(2.2)可得： 

( ) 11 0ii c ++ = ,                                   (2.3) 

若 1 0i + ≠ ，那么 1 0ic + = ，推出矛盾； 
若 1 0i + = ，由(2.1)中第三个方程可得： 2 0ic = ，即 0ic = ，推出矛盾； 
当 i 是偶数时，由(2.2)可得： 0iic = ，由于 3 2 1i p≤ ≤ − ，则 0i ≠ ，从而 0ic = ，推出矛盾。 
(ii) ( ) ( )2

0 1 2 , 4 2 1i
ic x c c x c x c x i p= + + + ≤ ≤ − ，其中 0 1 2, , , i qc c c c F∈ ，由于 ( ) ( )|g x c x ，那么 
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( )
( )

( )

0 1 2

1 2

2

0 1 2
1

1 2

0
2 0

2 1 0

1 0

2 1 0

i

i

i
i

i
i

i

c c c c
c c ic

c i i c

c c c c

c c i c−

+ + + =
 + + =
 + − =
 − + + − =
 − + − =

                               (2.4) 

如果 ( )1 0i i − = ，由(2.4)中第三个方程可得： 2 0c = ，推出矛盾，下面分析 ( )1 0i i − ≠ 的情况。 
由方程组(2.4)中第一、四个方程可得： 

( )12 1 1 0i
ic c + − − =  ,                                (2.5) 

当 i 是偶数时，由(2.5)可得： 1 0c = ，推出矛盾； 
当 i 是奇数时，由(2.5)可得： 

1 0ic c+ = ,                                     (2.6) 

联立(2.4)中第二个方程和(2.6)可得： 

( )22 1 0ic i c+ − = ,                                  (2.7) 

由(2.4)第三个方程和(2.7)可得： ( )21 0ii c− = ，即 0ic = 推出矛盾； 
从而 3 7P Hd d≥ + = ，又 C 满足 Singleton-type 界，因此 7Pd = ，从而 C 是 ( )2 ,7 pp  MDS 符号对码，

证毕。 
下述实例根据定理 5 条件给出实例，并且通过 C 中码字的 Hamming 距离不同情况来确定 C 的符号

对距离，为简化分析，我们把可以由同一个码字循环移位得到的所有码字简记为一个码字。 
例 1：设 ( )C g x= ， ( ) ( ) ( ) [ ]3 2

51 1g x x x F x= − + ∈ ，由 MAGMA 运行结果可知：C 是 ( )10,5,4 纠错

码。记 

{ }:i HC c C wt i= ∈ = ,                                (2.8) 

4 10i≤ ≤ ，C 中码字按照 Hamming 距离分类处理如下： 
1) 4 40C = ， 4C 中的码字具有 4 中的形式： ( )0102030400 、 ( )0204010300 、 ( )0301040200 、

( )0403020100 ，可知 4c C∀ ∈ ， ( ) 4gap c = ，从而 ( ) 8Pd c = ； 
2) 5 8C = ， 5C 中的码字具有 4 中的形式： ( )0101010101 、 ( )0202020202 、 ( )0303030303 、

( )0404040404 ，可知 5c C∀ ∈ ， ( ) 5gap c = ，从而 ( ) 10Pd c = ； 
3) 6 400C = ， ( ) 62,3,1, 4, 2,3,0,0,0,0c C′∃ = ∈  s.t. ( ) 1gap c′ = ，那么 ( ) 7Pd c′ = ，从而 6c C∀ ∈ ，

( ) 7Pd c ≥ ，此处的“=”能够成立； 
4) 如果 ( ) 7Hwt c ≥ ，那么 ( ) ( ) ( ) 7P Hd c wt c gap c≥ + ≥ ； 

综上可得： ( ) 7Pd C = ，此时 C 是 ( )510,7 MDS 符号对码。 

例 2：设 ( )C g x= ，其中 ( ) ( ) ( ) [ ]3 2
71 1g x x x F x= − + ∈ ，分析 MAGMA 结果可得：C 是 ( )14,9,4 纠

错码，按照 Hamming 距离大小对 C 中码字分类如下，记 

{ }:i HC c C wt i= ∈ = ,                                (2.9) 

4 10i≤ ≤ ，C 中码字按照 Hamming 距离分类处理如下： 
1) 4 420C = ，对 4c C∀ ∈ ， ( ) 4gap c = ，此时 ( ) 8Pd c = ； 

2) 5 756C = ，对 5c C∀ ∈ ， ( ) 5gap c = ，此时 ( ) 10Pd c = ； 
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3) ( ) 61,6,5, 2,1,6,0,0,0,0,0,0,0,0c C′′∃ = ∈ ， s.t. ( ) 1gap c′′ = ，那么 ( ) 7Pd c′′ = ，从而 6c C∀ ∈ ，

( ) 7Pd c ≥ ，此处的“=”能够成立； 

4) 如果 ( ) 7Hwt c ≥ ，那么 ( ) ( ) ( ) 7P Hd c wt c gap c≥ + ≥ ； 

综上可得： ( ) 7Pd C = ，此时是 ( )714,7  MDS 符号对码。 

4. 结论 

本文利用给出了重根循环码的性质结合符号对码的符号对距离特征构造了符号对距离为7 MDS符号

对码，构造出参数不同于已知构造且符号对距离较大的新的 MDS 符号对码，扩充了 MDS 符号对码类型。 
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