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Abstract 
In this paper, we mainly study a class of singular fractional order differential equations with non-
local boundary conditions. Firstly, the properties of the Green function are discussed. Then, under 
some appropriate assumptions, by using the Banach contraction mapping principle and the Kras-
noselskii Fixed Point theorem, the existence and uniqueness of positive solutions for the singular 
boundary value problems are obtained. An example is given to illustrate the feasibility of the main 
results. 
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摘  要 

本文研究了一类具非局部边界条件的奇异分数阶微分方程。先构造Green函数，并讨论相关性质，然后

在一定条件下，借助Banach压缩映射原理和Krasnoselskii不动点定理，得到边值问题正解的存在性和

唯一性。最后列举一个实例说明主要结果的可行性。 
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1. 引言 

随着分数阶微分方程在物理、化学、工程、生物科学等领域的应用不断推广，国内外各界学者开始

广泛关注分数阶微分方程[1] [2] [3] [4] [5]；近几年，越来越多的学者利用各种不动点定理及其它工具，

研究了带有各种边值条件的分数阶微分方程解的存在性与唯一性，取得了很多重要的成果[6] [7] [8] [9]。
但有关奇异分数阶微分方程边值问题的研究并不太多。文献[10]运用混合单调算子方法和半序集合上的不

动点定理证明了奇异 Caputo 型分数阶微分方程边值问题 
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正解的存在性，这里 f 在 0 和 1 点是奇异的。文献[11]利用 Krasnoselskii 不动点定理研究了奇异分数阶微

分方程系统边值问题  
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正解的存在性，这里 f 在 0 点是奇异的。文献[12]利用上下解方法和 Schauder 不动点定理讨论了分数阶边

值问题 
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正解的存在性，这里 f 在 0 和 1 点是奇异的。 
受以上文献的启发，本文将用 Krasnoselskii 不动点定理和 Banach 压缩映射原理，研究下面一类带积

分边值的奇异分数阶微分方程 
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正解的存在性，并进一步确定其唯一性。其中
0

Dα
+ 是Riemann-Liouville型分数阶导数， 

( ] [ ) [ ) [ ): 0,1 0, 0, 0,f × +∞ × +∞ → +∞ 连续， ( )( ) ( ) ( )
0

, d
t

x t t s x s sϕ γ= ∫ ， [ ] [ ] [ ): 0,1 0,1 0,γ × → +∞ ， 0λ > ，

( ) ( )( )( )
0

lim , ,
t

f t x t x tϕ
+→

= +∞  (即f在 0t = 点奇异)，q是 [ )0,+∞ 上的非负有界连续函数。 

2. 预备知识 

在本文的讨论中我们应用了分数阶微分方程的一些基本定义及结论。可以参见文献[3] [13] [14] [15]。 
定义 2.1 [3] [15]函数 [ ): 0,f R+∞ → 的α阶 ( )0α > Riemann-Liouville 分数阶积分定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )1

0 0

1 d ,
t

I f t t s f s sαα

α+

−= −
Γ ∫  

其中 f 使得上式右侧在 ( )0,+∞ 是逐点有定义的，Γ是通常的 Gamma 函数。 
定义 2.2 [3] [15]函数 [ ): 0,f R+∞ → 的α阶 ( )0α > Riemann-Liouville 分数阶微分定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )1

0 0

1 d d ,
d

n
t nD f t t s f s s

n t
αα

α+

− − = − Γ −   ∫
 

其中 [ ] 1n α= + ， [ ]α 表示实数α的整数部分，f 使得上式右侧在 ( )0,+∞ 是逐点有定义的。 
引理 2.1 [3] [15]设 ( ) ( )0,1 0,1f C L∈ ∩ 且 f 的α阶分数阶导数属于 ( ) ( )0,1 0,1C L∩ ，那么 

( ) ( ) 1 2
1 20 0

,n
nI D f t f t c t c t c tα α α α α

+ +
− − −= + + + +  

其中 , 0,1, ,ic R i n∈ =  ，其中 n 是不小于α的最小整数。 
本文在证明分数阶微分方程正解的存在性时，利用 Krasnoselskii 不动点定理。 
引理 2.2 (Krasnoselskii 不动点定理)设 E 是 Banach 空间 X 的有界闭凸集，S 与 T 为 X 上的算子，使得 
(i) 当 ,u v E∈ 时，有 Su Tv E+ ∈ ， 
(ii) S 是全连续算子， 
(iii) T 是压缩映射， 

则存在 z E∈ ，使得 z Sz Tz= + 。 
引理 2.3 (Arzela-Ascoli 定理)假设函数族 ( ){ }F f t= 在区间 [ ],α β 上是一致有界和等度连续的，则存

在子函数序列 ( ){ }nf t F⊂ 在区间 [ ],α β 上是一致收敛的。 
本文在证明分数阶微分方程正解的唯一性时，利用了 Banach 压缩映射原理。 
引理 2.4 (Banach 压缩映射原理)假设 D 是 Banach 空间 E 的非空闭子集， :T D D→ 是压缩算子，即

对任意的 ,x y D∈ ，有 

( ), 0,1Tx Ty x yα α− ≤ − ∈ . 

则存在唯一的 *x D∈ ，使得 * *Tx x= ，即 T 在 D 内存在唯一的不动点 *x 。 

3. 正解的存在性 

定 义 [ ] ( ){ }0,1 0E x C x t= ∈ ≥ 是 Banach 空 间 [ ]{ }0,1P x C= ∈ 的一个 正规锥， E 的范数是

( )
0 1
max

t
x x t

≤ ≤
= ，定义 rB E⊂ 为： { }rB x E x r= ∈ ≤ 。我们有如下假设： 
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( )1H  令 ( ] [ ) [ ) [ )0 1, : 0,1 0, 0, 0,fσ< < × +∞ × +∞ → +∞ 连 续 ， ( ) ( )( )( )
0

lim , ,
t

f t x t x tϕ
+→

= +∞ 假 设

( ) ( )( )( ), ,t f t x t x tσ ϕ 在 [ ] [ ) [ )0,1 0, 0,× +∞ × +∞ 上连续，记 ( )
0 1
max , , 1, rt

L t f t x x x Bσ ϕ
≤ ≤

= + ∀ ∈ 。 

( )2H  存在常数 1 2, 0L L > ，使得： 
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( )3H  存在正函数 ( ) ( )3 4,L t L t ，使得： 
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 
。 

我们先给出边值问题(1.1)的解的存在性定理： 
定理 3.1  假设 ( )1H ， ( )2H 成立，且有 1 1L < ，则边值问题(1.1)至少存在一个正解。 
为了证明定理 3.1，我们先给出下面三个重要的引理。 
引理 3.1  若 2 3α< ≤ ， ( ) [ ]0,1f t C∈ ，分数阶边值问题 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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                        (3.1) 

有唯一解 ( )x t ，可以表示成： 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1
0 0

, d d ,x t G t s f s s t q x s sα −= +∫ ∫  

其中格林函数 
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,
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                         (3.2) 

证明  由引理 2.1，方程(3.1)等价于积分方程： 
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其中 1 2 3, ,c c c R∈ ，由边值条件 ( ) ( )0 0 0x x′= = ，可得 2 30, 0c c= = 。则 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
10

1 d ,
t

x t t s f s s c tα α

α
− −= − − +

Γ ∫  
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由 ( ) ( ) ( )( )1
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1 1 dx q x s sα′ = −∫ 得： 
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Γ∫ ∫  

则边值问题(3.1)的唯一解为： 
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由引理 3.1 可知，边值问题(1.1)等价于积分方程 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )1 1 1
0 0

, , , d d .x t G t s f s x s x s s t q x s sαλ ϕ −= +∫ ∫  

引理 3.2  由(3.2)式定义的格林函数具有下列性质： 
(1) ( ), 0G t s > ，对 ( ), 0,1t s∈ ； 

(2) ( ) ( )
( )

21
,

s
G t s

α

α

−−
≤

Γ
，对 [ ], 0,1t s∈ 。 

证明 (1) 当0 1s t< ≤ < 时，有 ,ts s t ts t s< − > − ，又由 2 3α< ≤ ，知 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 12 11 11
0.

t s t st s t s
α αα αα

α α
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当 0 t s< < 时，显然有 
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21 1
0.

t s αα
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即 ( ), 0G t s > 。 
(2) 对 [ ], 0,1t s∈ ，有 
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引理 3.3  设 ( ]0 1,2 3, : 0,1F Rσ α< < < ≤ → 连续， ( )
0

lim
t

F t
+→

= +∞，假设 ( )t F tσ 在 [ ]0,1 上连续，则函 

数 ( ) ( ) ( )1

0
, dH t G t s F s s= ∫ 在 [ ]0,1 上连续。 

证明  由条件易得 ( )0 0H = 。下面分三种情况讨论： 
情形一： 0 0t = 。对 ( ]0,1t∈ ，由于 ( ) [ ]0,1t F t Cσ ∈ ，存在正数 M，使得 ( )t F t Mσ ≤ ，则 
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情形二： ( )0 0,1t ∈ 。对 ( ]0,1t t∈ ， 
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情形三： ( ]0 0,1t ∈ 。对 [ )00,t t∈ ，证明类似于情形二，此处省略。 
接下来我们证明定理 3.1： 
证明  第一步：证明当 1 2, rx x B∈ ，有 1 2 rx x BΨ +Φ ∈ 。 

令
( ) ( ) ( ) { }21 , 1 1 , , r
Lr B B L B x E x rλ σ α σ α
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对 1 2, rx x B∈ ，有： 
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s s f s x s x s s

t s
s s f s x s x s s t q x s s

αα
σ σ

α
σ σ α

αα
σ σ

α
σ σ α

λ ϕ
α

ϕ
α

λ ϕ
α

λ ϕ
α

−−
−

−
− −

−−
−

−
− −

−
=

Γ

−
− +

Γ

−
≤

Γ

−
+ +

Γ

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 11
20 0

1

2

2

1 d d

1 , 1 + 1 ,   

1 , 1 1 ,  

.

tL Lt s s s t s s s L

Lt LtB B L

L B B L

r

α αα σ σ

α α σ

λ λ
α α

λ λσ α σ α
α α

λ σ α σ α
α

− −− − −

− −

≤ − + − +
Γ Γ

= − − − +
Γ Γ

≤ − − + − +  Γ

≤

∫ ∫

 从而 

1 2 .x x rΨ +Φ ≤  

则对于 1 2, rx x B∈ ，有 1 2 rx x BΨ +Φ ∈ 。 
第二步：证明Φ是 rB 上的压缩映射。 

因为 ( )( ) ( )( )1 1
0

dx t t q x s sα −Φ = ∫ ，所以对于任意的 1 2, rx x B∈ ，有 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

1 1
00 1 0 1

1
200 1

max max d

max d

t t

t

x t x t t q x s s

q x s s L

α −

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

Φ = Φ =

= ≤

∫

∫

 
由 2L r≤ ，得到 ( )r rB BΦ ⊂ 。又对任意的 1 2, rx x B∈ ，有： 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )

2 1

1 1
2 100 1

1 2 1

1 2 1

max d

.

t

x t x t

t q x s q x s s

L x t x t

L x t x t

α −

≤ ≤

Φ − Φ

≤ −

≤ −

≤ −

∫  
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又由 1 1L < 可得Φ是 rB 上的压缩映射。 
第三步：证明Ψ是全连续算子。 
对每一个 rx B∈ ，有： 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( )

( )

( ) ( )

1

0
2

1

0

, , , d

1
d

1 , 1 .

x t G t s s s f s x s x s s

s
L s s

L B

σ σ

α
σ

λ ϕ

λ
α

λ σ α
α

−

−
−

Ψ ≤

−
≤

Γ

= − −
Γ

∫

∫  

所以 

( ) ( ) ( ) ( )
0 1
max 1 , 1

t

Lx t x t B rλ σ α
α≤ ≤

Ψ = Ψ ≤ − − ≤
Γ

 

从而可得 : r rB BΨ → 。 
设 0 0,rx B x r∈ ≤ ， 由 ( ) ( )( )( ),t f t x t x tσ ϕ， 在 [ ]0,1 上 是 连 续 的 ， 故 ( ) ( )( )( ), ,t f t x t x tσ ϕ 在

[ ] [ ] [ ]0,1 0, 0,× +∞ × +∞ 上是一致连续的，因此，对 ( ) [ ]1 20, 0 , , 0,r x x rε δ δ∀ > ∃ > < ∈ ，当 2 1x x δ− < 时，使

得 

( ) ( ) [ ]2 2 1 1, , , , , 0,1 .t f t x x t f t x x tσ σϕ ϕ ε− < ∀ ∈  

显然，若 0x x δ− < ，则对 [ ] 00,1 , ,rt x B x x δ∈ ∈ − < ，有 

( ) ( )0 0, , , , .t f t x x t f t x xσ σϕ ϕ ε− <  

从而有： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

0 00 1
1

0 000 1
2

1 1

0 0

max

max , , , , , d

1
, d d

1 , 1 .

t

t

x t x t x t x t

G t s s s f s x s x s s f s x s x s s

s
G t s s s s s

B

σ σ σ

α
σ σ

λ ϕ ϕ

λε λε
α

λε σ α
α

≤ ≤

−

≤ ≤

−
− −

Ψ −Ψ = Ψ −Ψ

≤ −

−
< ≤

Γ

= − −
Γ

∫

∫ ∫
 

由 0x 的任意性，可知 : r rB BΨ → 连续。令 rBΩ⊂ 有界，即存在一个正常数 a，使得对 x∈Ω，有 x a r< < 。

又 ( ), ,t f t x xσ ϕ 在 [ ] [ ) [ )0,1 0, 0,× +∞ × +∞ 上连续，由上述证明可得 ( )rBΨ 一致有界。 
再证Ψ等度连续。对 0ε∀ > ，取 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1
1

1

1min , ,
21 , 1 1 , 1 1 , 1 1 ,z L B B L B B

α

α

ε α ε α
δ

λ σ α σ α λ α σ α α σ σ α

−

−

 
 Γ Γ  <   

− − + − − − − + − −         
 

 

则对 [ ]1 2, , 0,1rx B t t∀ ∈ ∈ ，不妨设 1 2t t< ，使得 2 10 t t δ< − < ，有： 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( )

( )
( ) ( ) ( )( )( )

2

2

2 1

1 1
2 10 0

1
2 10

2 11
2 2

0

21
1 2

, , , d , , , d

, , , , d

1
, , d

1
   , , d

t

t

x t x t

G t s f s x s x s s G t s f s x s x s s

G t s G t s s s f s x s x s s

t s t s
s s f s x s x s s

t s
s s f s x s x s s

σ σ

α αα
σ σ

αα
σ σ

λ ϕ ϕ

λ ϕ

λ ϕ
α

ϕ
α

−

− −−
−

−−
−

Ψ −Ψ

= −

= −  

− − −
=

Γ

−
+

Γ

∫ ∫

∫

∫

∫

 

( )
( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( )

( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

( )
( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( )

1

1

2

1

1

21
1 1

2 11
1 1

0

21 1
1 2 1

0

21
2

1 1
2 1

0

1
  , , d

1
  , , d

1
, , d

1
  , , d

  , , d

t

t

t

t

t

t s
s s f s x s x s s

t s t s
s s f s x s x s s

t t s
s s f s x s x s s

t s
s s f s x s x s s

t s t s
s s f s x s x s s

αα
σ σ

α αα
σ σ

αα α
σ σ

αα
σ σ

α α
σ σ

ϕ
α

ϕ
α

λ ϕ
α

ϕ
α

ϕ
α

−−
−

− −−
−

−− −
−

−−
−

− −
−

−
−

Γ

− − −
−

Γ

− −
=

Γ

−
−

Γ

− − −
−

Γ

∫

∫

∫

∫

∫

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1

1

1 1
12 1 2 1

20

1 1
2 10

1 1
2 1 2 1

1 1
2 1 2 1

1 d d

   d

1 , 1 1 ,

1 , 1 1 , .

t

t

t

L t t Ls s s t s s s

L t s t s s s

L Lt t B t t B

L t t B t t B

α α
α ασ σ

α α σ

α α α σ α σ

α α α σ α σ

λ λ
α α

λ
α

λ λσ α σ α
α α

λ σ α σ α
α

− −
− −− −

− − −

− − − −

− − − −

−
≤ − + −

Γ Γ

 + − − − Γ

= − − − + − −
Γ Γ

 = − − − + − − Γ

∫ ∫

∫
 

接下来，证明分为两个部分： 
(i) 若 1 20 , 2t tδ δ≤ < < ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
2 1 2 2

1
2

1 1

1 , 1 1 ,

1 , 1 1 ,

1 , 1 1 , 2 .

Lx t x t t B t B

L B B t

L B B

α α σ

α

α α

λ σ α σ α
α

λ σ α σ α
α

λ σ α σ α δ ε
α

− −

−

− −

 Ψ −Ψ ≤ − − + − Γ

≤ − − + −  Γ

< − − + − <  Γ

 

(ii) 若 1 2 1t tδ ≤ < < ， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 1 1 , 1 1 ,

1 1 , 1 1 , .

Lx t x t B B

L B B

λ α δ σ α α σ δ σ α
α

λ δ α σ α α σ σ α ε
α

Ψ −Ψ ≤ − − − + − −  Γ

≤ − − − + − − <  Γ

 

所以 ( )rBΨ 等度连续。由 Arzela-Ascoli 定理，可知Ψ是全连续算子。通过以上证明过程可知 Krasnoselskii
不动点定理的条件皆满足，从而边值问题(1.1)至少存在一个正解。 

4. 正解的唯一性 

现在，我们给出分数阶微分方程边值问题(1.1)正解的唯一性结果： 
定理 4.1 如果 ( )1H ， ( )2H ， ( )3H ， ( )4H 成立，且  

( ) ( )
( )

0
1

1 1 , 1
1,

N B
L

λ γ σ α
α

+ − −
+ <

Γ
 

那么边值问题(1.1)有唯一正解。 

证明  令
( ) ( ) ( ) { }21 , 1 1 , , r
Lr B B L B x E x rλ σ α σ α
α

≥ − − + − + = ∈ ≤  Γ
。 

定义： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )1 1 1
0 0

, , , d d ,Hx t G t s f s x s x s s t q x s sαλ ϕ −= +∫ ∫  

则 : rH B E→ 。对 [ ], 0,1rx B t∈ ∈ ，证 ( )r rH B B⊂ 。 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
0 0

2

, , , d d

1 , 1 1 ,

,

Hx t G t s f s x s x s s t q x s s

L B B L

r

αλ ϕ

λ σ α σ α
α

−≤ +

≤ − − + − +  Γ

≤

∫ ∫
 

即 ( )( )Hx t r≤ ，则有 ( )r rH B B⊂ 。现在，对 [ ] 1 20,1 , ,t x x E∈ ∈ ，有： 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

2 1

1
2 2 1 100 1

1 1
2 10

1
2 2 1 100 1

1 1
2 100 1

max , , , , , d

  d

max , , , , , d

  max d

t

t

t

Hx t Hx t

G t s f s x s x s f s x s x s s

t q x s q x s s

G t s s s f s x s x s s f s x s x s s

t q x s q x s s

α

σ σ σ

α

λ ϕ ϕ

λ ϕ ϕ

≤ ≤

−

−

≤ ≤

−

≤ ≤

−

 ≤ − 

 + − 

≤ −

+ −

∫

∫

∫

∫

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

1
2 1 300 1

1
2 1 4 1 2 100 1 0 1

0
1 2 1

max , d

max , d max

1 1 , 1

t

t t

x x L s G t s s s

x x L s G t s s s L x x

N B
L x x

σ

σ

λ

λ ϕ ϕ

λ γ σ α
α

−

≤ ≤

−

≤ ≤ ≤ ≤

≤ − ⋅

+ − + −

 + − −
≤ + ⋅ −  Γ 

∫

∫  

由条件 
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( ) ( )
( )

0
1

1 1 , 1
1

N B
L

λ γ σ α
α

+ − −
+ <

Γ
 

知 F 是压缩算子，则由 Banach 压缩映射原理知，问题(1.1)有唯一的正解。 

5. 应用举例 

考虑以下带积分边值的奇异分数阶微分方程 

( )
( ) ( )

( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

0 0

1

0

1 e 1
e2 d 0, 2 3, 0,1 ,

5
10 0 0, 1 1 d ,

2

x
s t

t
t

D x t x s s t
t

x x x s
x s

α
σλ α

α

+

−
− −

  − +  
  + ⋅ ⋅ = < ≤ ∈




′ ′= = = −
+

∫

∫

            (5.1) 

其中 ( )( )
( )

( )
0

e d
5

s t
t

x t x s sϕ
− −

= ∫ ， ( ) ( )( )( )
( ) ( )

( )

2

0

1 e 1
e2, , d

5

x
s t

t
t

f t x t x t x s s
tσ

ϕ

−
− −

 − + 
 = ⋅ ∫ ， ( )( ) ( )

1
2

q x t
x t

=
+

。

易知 ( ] [ ) [ ) [ ): 0,1 0, 0, 0,f × +∞ × +∞ → +∞ 连续， ( ) ( )( )( )
0

lim , ,
t

f t x t x tϕ
+→

= +∞  (即 f 在 0t = 点奇异)，q 是

[ )0,+∞ 上的非负有界连续函数。找到常数 1 2 0
1 e 11, 1,
2 5

L L γ −
= < = = 使得： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )

( )

1 2 1 1 2

2

0 00 1

,

,

e e 1max d
5 5

s t
t

t

q x t q x t L x t x t

q x t L

sγ
− −

≤ ≤

− ≤ −

≤

−
= =∫

 

同时有 2N = ，使得 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2

1 1 2 2

1 1 2 1 20

0 1 2

, , , ,

e d e 1
5

1

s t
t x t

t f t x t x t t f t x t x t

x s s x t x t x t x t

N x t x t

σ σϕ ϕ

ϕ ϕ

γ

− −
−

−

≤ ⋅ − + + ⋅ −

≤ + −

∫  

即满足定理 3.1，所以问题 (5.1)至少存在一个正解。进一步的，当 λ 足够小时，可以满足

( ) ( )
( )

0
1

1 1 , 1
1

N B
L

λ γ σ α
α

+ − −
+ <

Γ
。于是由定理 4.1 可知，此时问题(5.1)有唯一正解。 
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