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摘  要 

双曲抛物面是微分几何中一常见研究对象，本文用活动标架理论得到一些双曲抛物面的活动标架基本量，

进而去研究双曲抛物面。 
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Abstract 
Hyperbolic paraboloid is a common object in differential geometry. In this paper, we use the 
theory of moving frame to get some basic quantities of Hyperbolic paraboloid, and then study 
Hyperbolic paraboloid. 
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活动标架法是微分几何中研究曲面的一个重要方法，能够很好地分析曲面的性质[1]。双曲抛物面是

微分几何的一个重要研究对象，在生活中有着广泛应用。参考文献[2]，利用参数变换给双曲抛物面构造

曲率线网参数表示；参考文献[3]分析通过双曲抛物面一条直母线的平面与其他直母线的位置关系，研究

了双曲抛物面的直母线在特殊平面上的射影；参考文献[4]对双曲抛物面的直纹性进行探究，总结了双曲

抛物面在建筑、电力工程、日常生活、宇宙学中的应用。下面根据活动标架理论，得到活动标架下双曲

抛物面的一些基本量[5]，以便进一步去分析双曲抛物面。 
活动标架法首先要寻找一个活动标架，使得活动标架与双曲抛物面上的点一一对应起来。我们在曲面

上选取正交坐标网，我们取双曲抛物面上的曲率线网[2]。但是在计算中我们发现，利用双曲抛物面上的曲

率线网计算过程很复杂。因此我们使用双曲抛物面上的常用参数 ( ) ( ), , , 4r u v u v u v uv= + − − ，通过计算得

到 ( )1,1, 4ur v= − ， ( )1, 1, 4vr u= − − ，但是 ( ) ( )1,1, 4 1, 1, 4 16 0u vF r r v u uv= ⋅ = − ⋅ − − = ≠ ，不是我们想要的正交

坐标网。为此在这里我们对 ur 和 vr 施行施密特正交化法，使其成为正交的单位向量[6]。具体做法如下： 
正交化： ( )1,1, 4u ur r v′ = = − ， 

( )
( )

2

2 2 2

, 16 16 641 , 1 , 4
, 2 16 2 16 2 16

v u
v v u

u u

r r uv uv uvr r r u
r r v v v

′  
′ ′= − = − − − − + ′ ′ + + + 

。 

单位化： ( )
2

1 1,1, 4
2 16

u
u

u

r
r v

r v

′
′′ = = −

′ +
， 

( )( )
( )

( )( )
( )

2

2 2 2 2 2 2

2 16 161, 1, 4 1,1, 4
8 1 8 8 8 1 8 1 8 8 8 1

v
v

v

r v uvr u v
r v u v v u v

′ + −′′= = − − + −
′ + + + + + +

。 

这样我们得到了一组正交的单位向量组，我们令： 

( )1 2

1 1,1, 4
2 16

ue r v
v

′′= = −
+

， 

( )
( )( )

( )
2

2 2 2 2 2 2

2 16 81, 1, 4 1,1, 4
2 8 8 1 2 16 8 8 1

v
v uve r u v

u v v u v

+ −′′= = − − + −
+ + + + +

， 

( )3 1 2 2 2

1= 2 2 ,2 2 , 1
8 8 1

e e e u v u v
u v

= × − − − −
+ +

， 

这样我们就完成了活动标架法的第一步，即找到了一个双参数的活动标架。 

定理 1：双曲抛物面 ( ) ( ), , , 4r u v u v u v uv= + − − 的相对分量为： 

( )
2 3
1 12 2 2 2 2 2

8 4d , d
8 8 1 1 8 8 8 1 2 16

u v v
u v v u v v

ω ω= =
+ + + + + +

， 

( ) ( )
2

1 3
2 2 2 22 2 2 2 2 2

8 2 2 16 32d , d d
8 8 18 8 1 1 8 8 8 1 2 16

u v uvv u v
u vu v v u v v

ω ω− + −
= = +

+ ++ + + + + +
， 
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( )
2

1 2
3 3 2 22 2 2 2 2 2

4 2 2 16 32d , d d
8 8 18 8 1 2 16 8 8 1 2 16

v uvv u v
u vu v v u v v

ω ω− − +
= = +

+ ++ + + + + +
。 

证明：对双参数的活动标架进行微分： 

{ } { } 1 2
1 2d 1,1, 4 d 1, 1, 4 dr v u u v e eω ω= − + − − = + ， 

把 1e 和 2e 代入，得到： 

( ) ( )
( )( )

( )

{ } { }

1 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 16 81,1, 4 1, 1, 4 1,1, 4
2 16 2 8 8 1 2 16 8 8 1

1,1, 4 d 1, 1, 4 d

v uvv u v
v u v v u v

v u u v

ω ω ω+ −
− + − − + −

+ + + + + +

= − + − −

， 

即

( )( )

( )( )

( )( )

1 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 16 8 d d
2 16 2 8 8 1 2 16 8 8 1

2 16 8 d d
2 16 2 8 8 1 2 16 8 8 1

4 4 2 16 32 4 d 4 d
2 16 2 8 8 1 2 16 8 8 1

v uv u v
v u v v u v

v uv u v
v u v v u v

v u v uv v u u v
v u v v u v

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω


+ − + + = + + + + + + +


 + − − + = −

+ + + + + +

 − − + + + = − −
 + + + + + +

， 

解得

1 2

2

2 2
2

2

162 16 d d
2 16

2 8 8 1 d
2 16

uvv u v
v

u v v
v

ω

ω

 = + +
+


+ + = +

。 

( ) ( ) ( )

2
2 3

1 1 2 1 33 3 32
2 2 22 2 2

16 d 16 d 4d 64 dd , ,
2 162 16 2 16 2 16

v v v v v v ve e e
vv v v

ω ω

 
 − − −

= + = + 
+ + + + 

， 

把 2e 和 3e 代入，得到： 

( )
( )( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

2
2 2
1 12 2 2 2 2

3
1 2 2

2

3 3 32
2 2 22 2 2

2 16 81, 1, 4 1,1, 4
2 8 8 1 2 16 8 8 1

1 2 2 ,2 2 , 1
8 8 1

16 d 16 d 4d 64 d, ,
2 162 16 2 16 2 16

v uvu v
u v v u v

u v u v
u v

v v v v v v v

vv v v

ω ω

ω

+ −
− − + −

+ + + + +

+ − − − −
+ +

 
 − − −

= + 
+ + + + 

， 

解得：
( )

2
1 2 2 2

3
1 2 2 2

8 d
8 8 1 1 8

4 d
8 8 1 2 16

u v
u v v

v
u v v

ω

ω

 =
+ + +


 = + + +
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
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2 2 2 2 2 22 2

2

3
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 + + + + + +
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− +

+ +
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2 2

3 3
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1 3
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128 4 8 1
d d

2 16 8 8 1

uv u v
u v

v u v

e eω ω


+ + 

+ 
+ + + 

= +

， 

把 1e 和 3e 代入，得到： 

( )

( )
( )( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

2 2 231 2 3
22

3 3 32 2 2
2 2 2 2 2 22 2 2

231 2 3
22

3 32 2 2
2 2 2 2 22 2

16 1 8 1 8 82 2 8 8 64 64+ d d
2 16 8 8 1 2 16 8 8 1 2 16 8 8 1

16 8 8 12 2 8 8 64 64+ d
2 16 8 8 1 2 16 8 8 1 2 16 8 8

u v v uu v u v uv v u v
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u uv vu v u v u v v u
v u v v u v v u v

ωω

ωω

 − + − +− − − − − −  = +
+ + + + + + + + +
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+ + + + + + + +

( )
( )

( ) ( )

2

2 21 3 2
2 2

3 3 32 2 2
2 2 2 2 22 2 2

d
1

128 4 8 14 2 2 16 d d
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v
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






 +
 + +− − − + + = + + + + + + + + +

， 

解得
( )

( )

1
2 2 2 2

2
3
2 2 2 2 2 2

8 d
8 8 1 1 8

2 2 16 32d d
8 8 1 8 8 1 2 16

u v
u v v

v uvu v
u v u v v

ω

ω

− =
+ + +


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
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+
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
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把 1e 和 2e 代入，解得

( )

1
3 2 2 2

2
2
3 2 2 2 2 2

4 d
8 8 1 2 16

2 2 16 32d d
8 8 1 8 8 1 2 16

v
u v v

v uvu v
u v u v v

ω

ω

− =
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通过上述计算，我们得到了相对分量，显然有 2 1 3 2 3 1
1 2 2 3 1 3, ,ω ω ω ω ω ω= − = − = − 成立。 

定理 2：双曲抛物面的结构方程： 

1 2 1
2d 0ω ω ω= ∧ = ， 

2 1 2
1 2 2 2

16d d d
2 16 8 8 1

u u v
v u v

ω ω ω= ∧ = ∧
+ + +

， 

3 1 3 2 3
1 2d 0ω ω ω ω ω= ∧ + ∧ = ， 

( )
2 3 2
1 1 3 3

2 2 2

8d d d
8 8 1

u v
u v

ω ω ω= ∧ = ∧
+ +

， 

3 1 3
2 2 1d 0ω ω ω= ∧ = ， 

( )
1 2 1
3 3 2 3

2 2 2 2

32d d d
2 16 8 8 1

u u v
v u v

ω ω ω= ∧ = ∧
+ + +

。 

证明： 

1 2

2 2 2

16 16 16d d 2 16 d d d d d d 0
2 16 2 16 2 16

uv v vv u v u v u v
v v v

ω
  −

= + + = ∧ + ∧ =  + + + 
， 

( )
2 2

2 1
2 2 2 2 2

2 8 8 1 8 d d 0
2 16 8 8 1 1 8

u v u v v
v u v v

ω ω + +
∧ = ∧ =

+ + + +
， 

故有 1 2 1
2dω ω ω= ∧ 成立。 

2 2 2 2
2

2 2 2 2 2

82
2 8 8 1 168 8 1d d d d d d d

2 16 2 16 2 16 8 8 1

u
u v uu vv u v u v

v v v u v
ω

 + + + + = = ∧ = ∧
 + + + + + 

， 

( )
1 2 2

1 2 2 2 2

2 2 2

16 82 16 d d d
2 16 8 8 1 1 8

16 d d
8 8 1 2 16

uv uv u v v
v u v v

u u v
u v v

ω ω
 

∧ = + + ∧  + + + + 

= ∧
+ + +

， 

故有 2 1 2
1dω ω ω= ∧ 成立。 

而 3d 0ω = ， 

1 3 2 3
1 2 2 2 2 2

4 4d d d d 0
8 8 1 8 8 1

u v u v
u v u v

ω ω ω ω −
∧ + ∧ = ∧ + ∧ =

+ + + +
， 

故有 3 1 3 2 3
1 2dω ω ω ω ω= ∧ + ∧ 成立。 

( )
( )

( )( ) ( )

2
2
1 3 32 2 2

2 2 2 2 22 2

8 1 88 8d d d d d d d
8 8 1 1 8 1 8 8 8 1 8 8 1

vu v u v u v
u v v v u v u v

ω
  +
 = = ∧ = ∧
 + + + + + + + + 

， 

https://doi.org/10.12677/pm.2020.1010107


刘晓周，包图雅 

 

 

DOI: 10.12677/pm.2020.1010107 926 理论数学 
 

( )
3 2
1 3 3

2 2 2

8 d d
8 8 1

u v
u v

ω ω∧ = ∧
+ +

， 

故有 2 3 2
1 1 3dω ω ω= ∧ 成立。 

( )

( )

2
3
2 2 2 2 2 2

2 3 3 2

22 2 2

2 2 16 32d d d d
8 8 1 8 8 1 2 16

512 512 64 64 512 512 d d 0
8 8 1 2 16

v uvu v
u v u v v

u v v v v v u v u v
u v v

ω
 + − = +
 + + + + + 
− − − + + +

= ∧ =
+ + +

， 

( )
1 3
2 1 2 2 2 2 2 2

8 4 d d 0
8 8 1 1 8 8 8 1 2 16

u v v
u v v u v v

ω ω∧ = ∧ =
+ + + + + +

， 

故有 3 1 3
2 2 1dω ω ω= ∧ 成立。 

( )
1
3 32 2 2

2 2 2 2

4 32d d d d d
8 8 1 2 16 2 16 8 8 1

uv u v
u v v v u v

ω
 −

= = ∧  + + +  + + +
， 

( ) ( )

( )

2
2 1
3 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3
2 2 2 2

2 2 16 32 8d d d
8 8 1 8 8 1 2 16 8 8 1 1 8

32 d d
2 16 8 8 1

v uv uu v v
u v u v v u v v

u u v
v u v

ω ω
 − + − ∧ = + ∧
 + + + + + + + + 

= ∧
+ + +

， 

故有 1 2 1
3 3 2dω ω ω= ∧ 成立。 

这样，我们得到了双曲抛物面结构方程。 
应用：双曲抛物面是不可展曲面。 

根据活动标架理论，高斯曲率
2
1

1 2

dK ω
ω ω
−

=
∧

。 

把双曲抛物面的活动标架基本量带入，得到双曲抛物面的高斯曲率： 

( )

( )

3
2 2 22

1
1 2 2 2

2

2 2

22 2

8 d d
8 8 1d

16 2 8 8 12 16 d d d
2 16 2 16

4 0
8 8 1

u v
u v

K
uv u vv u v v

v v

u v

ω
ω ω

− ∧
+ +−

= =
∧   + +

+ + ∧  + + 
−

= ≠
+ +

 

因此得到双曲抛物面不可展。 
本文得到了双曲抛物面的活动标架基本量，为今后利用活动标架法研究双曲抛物面奠定了基础。又

利用双曲抛物面的活动标架基本量，验证了双曲抛物面是不可展曲面这一性质。 
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