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摘  要 

研究了非线性四阶常微分方程(ordinary differential equation，简称ODE)边值问题 
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

 ′       


′ ′′ ′′′

4 , , , ,0 1

0 0 1 ,1 0

u t rf t u t u t t

u u u u

= < <

= = = =
其中r是一个正参数，非线性项 [ ] [ ) [ ) [ )0 1 0: , , 0,0 ,f × ∞ × ∞ → ∞ 为

连续函数，且存在常数 [ ), , , 0,a b c d ∈ ∞ 满足 ,0 0a b c d+ > + > ，使得当 0u → 时，
 

( ), ,f t u p au bp= + +

( )( ),o u p ，当 u → ∞ 时， ( )( )( , , ) ,f t u p cu dp o u p= + + ，通过运用全局分歧理论，证明了该问题正解

的存在性。 
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Abstract 
This article studies the boundary value problems of nonlinear fourth-order ordinary differential 

equations 
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

 ′       


′ ′′ ′′′

4 , , , ,0 1

0 0 1 ,1 0

u t rf t u t u t t

u u u u

= < <

= = = =
 where r is a positive parameter, nonlinearity 
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[ ] [ ) [ ) [ )0 1 0: , , 0,0 ,f × ∞ × ∞ → ∞  is a continuous function, and there exist four constants 

[ ), , , 0,a b c d ∈ ∞  satisfying ,0 0a b c d+ > + > , so when 0u → , ( ) ( )( ), , ,f t u p au bp o u p= + + ; when 

u → ∞ , ( )( )( , , ) ,f t u p cu dp o u p= + + . The existence of positive solutions is obtained by using the 

global bifurcation theorem. 
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1. 引言 

本文研究非线性四阶常微分方程边值问题 
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

4 , , , 0 1,

0 0 1 1 0

u t rf t u t u t t

u u u u

 ′=       < <


′ ′′ ′′′= = = =
                              (1) 

其中 r 是一个正参数，非线性项 [ ] [ ) [ ) [ )0 1 0: , , 0,0 ,f × ∞ × ∞ → ∞ 为连续函数。该方程的实际应用背景是平

衡状态下的弹性梁，其一端固定而另一端自由。对于该类问题的可解性，许多学者用不同的方法研究过

[1]-[7]。比如，文献[1] [3] [4]运用锥上的不动点定理研究了其正解的存在。文献[2]通过单调迭代方法获

得了其单调正解的存在性。然而，文献[1]-[7]虽然都得到了问题(1)解或正解的存在性，但由于所使用的

工具的局限性，均无法得到问题(1)正解的全局结构。 
2005 年，Ma [8]率先研究了四阶两点边值问题 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

4 , , ,      0 1,
 

0 0 1 1 0

u t f t u t u t t

u u u u

 ′′= < <


′′ ′′= = = =
                             (2) 

其中非线性项 f 满足： 

(C1) [ ] [ ) ( ] [ ): 0,1 0, ,0 0,f × ∞ × −∞ → ∞ 为连续函数，且存在常数 [ )1 1 2 2, , , 0,α β α β ∈ ∞ 满足 

1 1 2 20, 0α β α β+ > + > ，使得 

( ) ( )( )1 1, , ,f t u p u p o u pα β= − + ，当 ( ), 0u p → 时 

对 [ ]0,1t ∈ 一致成立，及 

( ) ( )( )2 2, , ,f t u p u p o u pα β= − + ，当 ( ),u p → ∞ 时 

对 [ ]0,1t ∈ 一致成立，这里 ( ) 2 2, :u p u p= + 。 

(C2) ( ), , 0f t u p > 对 [ ]0,1t ∈ ， ( ) [ ) ( ]( ) ( ){ }, 0, ,0 \ 0,0u p ∈ ∞ × −∞ 。 

(C3) 存在常数 [ )0 0, 0,α β ∈ ∞ 满足 0 0 0α β+ > ，使得 

( ) ( ) [ ] [ ) ( ]0 0, , ,  , , 0,1 0, ,0f t u p u p t u pα β≥ − ∈ × ∞ × −∞ . 
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设 ( )( )1 , 1, 2i i iλ α β = 是广义线性特征值问题 
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

4 ,      0 1,

0 0 1 1 0
i iu t u t u t t

u u u u

λ α β ′′= − < <

′′ ′′= = = =
 

的正特征值。 
在满足以上假设的条件下，文献[8]得到如下结果： 
定理 A 假设条件(C1)~(C3)成立。若下列条件之一成立： 

i) ( ) ( )1 1 1 1 2 2, 1 ,λ α β λ α β< < ； 

ii) ( ) ( )1 2 2 1 1 1, 1 ,λ α β λ α β< < ， 

则问题(2)至少存在一个正解。 
值得注意的是，文献[8]不仅得到了问题(2)正解的存在性，而且运用全局分歧理论得到了问题(2)正解

的全局结构。现在自然要问，对于问题(1)，是否也可以通过运用分歧理论，在非线性项 f 满足一定的条

件下，得到问题(1)正解的全局结构呢？受文献[8]启发，本文通过运用全局分歧理论，获得了问题(1)正解

的全局结构。 
本文总假定： 
(H1) [ ] [ ) [ ) [ ): 0,1 0, 0, 0,f × ∞ × ∞ → ∞ 为连续函数，且存在常数 [ ), , , 0,a b c d ∈ ∞ 满足 0a b+ > ， 

0c d+ > ，使得 

( ) ( )( ), , ,f t u p au bp o u p= + + ，当 ( ), 0u p → 时 

对 [ ]0,1t ∈ 一致成立，及 

( ) ( )( ), , ,f t u p cu dp o u p= + + ，当 ( ),u p → ∞ 时 

对 [ ]0,1t ∈ 一致成立，这里 ( ) 2 2, :u p u p= + 。 
(H2) ( ), , 0f t u p > 对 [ ]0,1t ∈ ， ( ) [ ) [ )( ) ( ){ }, 0, 0, \ 0,0u p ∈ ∞ × ∞ 。 

(H3) 存在常数 0 0,a b 满足 0 0 0a b+ > 使得 ( ) 0 0, ,f t u p a u b p≥ + ， ( ) [ ] [ ) [ ), , 0,1 0, 0,t u p ∈ × ∞ × ∞ 。  

2. 预备知识 

设 [ ]0,1C 为实值连续函数构成的空间，其在范数 

[ ]
( )

0,1
maxC t

u u t
∈

=  

下构成 Banach 空间。 
令 [ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ }3 0,1 | 0 0 1 1 0X u C u u u u′ ′′ ′′′= ∈ = = = = ，其在范数 

{ }max , , ,X C C C Cu u u u u′ ′′ ′′′=  

下构成 Banach 空间。 
设 ( ),E ⋅ 是一个 Banach 空间，K E⊂ 是 E 中的一个锥。 [ ): 0,A K E∞ × → 是一个非线性算子。如果

[ )( )0,A K K∞ × ⊆ ，则称非线性算子 A 是正的。若 A 是连续的且 A 将 [ )0, K∞ × 中的有界集映为 E 中的准

紧子集，则称非线性算子 A 是 K-全连续的。设  :V E E→ 是一个正线性算子，如果 ( ) ( ),A u V uλ λ≥ 对

( ) [ ), 0,u Kλ ∈ ∞ × 成立，则称 V 是关于 A 的线性弱函数。 
设 B 是 E 上的线性连续算子，令 ( )r B 为 B 的谱半径，定义集合 ( ) [ ){ 0, |KC B λ= ∈ ∞ 存在 x K∈ 且
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1x = ，使得 }x Bxλ= 。 
引理 1 [9]假设 
i) K 有非空的内部，且 E K K= − ， 
ii) [ ): 0,A K E∞ × → 是 K-全连续的正算子，对 λ ∈ R ， ( ),0 0A λ = 且 

( ) ( ), ,A u Bu F uλ λ λ= + , 

其中 :B E E→ 是线性强正紧算子且 ( ) 0r B > ， [ ): 0,F K E∞ × → 满足当 0u → 时， ( ) ( ),F t u o u= 对 λ
局部一致成立，则集合 

( ) ( ) [ ) ( ){ } ( )( )1, 0, | , , 0 ,0KD A u K u A u u r Bλ λ −= ∈ ∞ × = ≠ ∪  

存在一个无界连通分支  且 ( )( )1 ,0r B − ∈ 。更进一步，如果 V 是 A 的一个线性弱函数，且存在

( ) ( ), 0,y Kµ ∈ ∞ × ，使得 1y = 且 Vy yµ ≥ ，则 

( ) [ ]( ){ }0,KD A Kµ⊆ ∩ × . 

引理 2 [9] (Krein-Rutman 定理)设 E 是一个 Bannach 空间， K E⊂ 是一个锥满足 K K E= 。设

( )T L E∈ 是一个紧的正算子，并且 ( ) 0r T > ，则 ( )r T 是 T 的具有正特征函数的正特征值。 
引理 3 若 [ ] [ ]40,1 , 0,1C u Cϕ ∈  ∈ ，则线性边值问题 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

4 , 0,1 ,
0 0 1 1 0

u t t t
u u u u

ϕ =       ∈
 ′ ′′ ′′′= = = =

 

存在唯一解 

( ) ( ) ( )1
10

, du t G t s s sϕ= ∫ , 

其中 

( )
( )

( )

2

1
2

1 3 , 0 1,
6,
1 3 , 0 1
6

s t s s t
G t s

t s t t s

 −     ≤ ≤ ≤= 
 −     ≤ ≤ ≤


 

而 

( ) ( ) ( )1
20

, du t G t s s sϕ′ = ∫ , 

其中 

( )
2

2
2

1 , 0 1,
2,

1 , 0 1
2

s s t
G t s

ts t t s

           ≤ ≤ ≤= 
 −     ≤ ≤ ≤


 

为了研究问题(2)，需要考虑线性特征值问题 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

4 , 0 1,
0 0 1 1 0

u u u t
u u u u

λ α β ′= +        < <
 ′ ′′ ′′′= = = =

                             (3) 

其中 ( ) [ ) [ ), 0, 0,α β ∈ ∞ × ∞ 均为常数且满足 0α β+ > 。 
定义 1 [9] 如果λ 使得问题(3)有非平凡解，则称 λ 是问题(3)的广义特征值。 
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接下来，定义锥 

( ) ( ) [ ]{ }| 0, 0, 0,1P u X u t u t t′= ∈ ≥  ≥  ∈ , 

则 P 是正规的且有非空内部， \X P P= 。 
对于线性特征值问题 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

4 , 0 1,
0 0 1 1 0

u au bu t
u u u u

λ ′= +        < <
 ′ ′′ ′′′= = = =

                             (4) 

定义算子 [ ]: 0,1T P C→ 为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 20 0

, d , dTu t G t s au s s G t s bu s sλ λ= +∫ ∫ . 

下证 { }( )\ 0 intT P P⊂  且 :T P P→ 是全连续的。 
引理 4 { }( )\ 0 intT P P⊂  。 
证明 根据锥 P 的定义 { }\ 0P 意味着 ( ) 0u t > ，由边界条件 ( )0 0u = 知，此时 ( ]0,1t ∈ ，故对任意的

{ }\ 0u P∈ ， 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 20 0

, d , d 0Tu t G t s au s s G t s bu s sλ λ= + >∫ ∫ . 

因此 ( ) intTu t P⊂ ，即 { }( )\ 0 intT P P⊂  。 
引理 5 :T P P→ 是全连续的。 
证明 对任意的 [ ]0,1t ∈ ，若存在一列 ( ) ( )( )nu t u t n→ → ∞ 于 P，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 10 0

1 1
2 20 0

1 1
1 20 0

lim lim , d , d

, d , d

lim , d , d

0

n nn n

n

n nn

Tu t Tu t G t s au s s G t s au s s

G t s bu s s G t s bu s s

G t s a u s u s s G t s b u s u s s

λ

λ λ

→∞ →∞

→∞

− = −

+ −

− +

=

≤ −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

这表明当 ( ) ( )( )nu t u t n→ → ∞ 时，有 ( ) ( )nTu t Tu t→ ，由 Heine 定理，T 连续且在 P 中一致有界。 

对任意的 0ε > ，存在
( )
6 0
2 3Cu a b

δ
λ

= >
+


，使得 [ ]1 2 1 2, , 0,1t t t tδ− <   ∈ 及 u P∈ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2

1 1

2 2

1 1

1 1
1 2 1 1 1 20 0

1 1
2 1 2 20 0

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

, d , d

, d , d

, d , d

, d , d

1 1
3 2

2 3
6

n

t t

t t

t t

C Ct t

C C

C

Tu t Tu t G t s au s s G t s au s s

G t s bu s s G t s bu s s

G t s au s s G t s bu s s

u G t s s b u G t s s

a u t t b u t t

u a b
t t

λ

λ λ

λ λ

λ λ

λ
ε

− = −

+ −

≤ +

≤ +

≤ ⋅ − + ⋅ −

+
= − <

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
 

因此 T 等度连续。由 Arzela-Ascoli 定理，T 全连续。 
由引理 4，T 是强正算子，故 T 一定是正算子，又由引理 5，T 是紧算子。结合引理 2，T 存在一个
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正特征值 ( )1 ,a bλ ，且 ( )1 ,a bλ 具有正特征函数 ( )1 tϕ 。同理证得广义特征值问题 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

4 , 0 1,
0 0 1 1 0

u cu du t
u u u u

λ ′= +          < <
 ′ ′′ ′′′= = = =

                            (5) 

存在一个正特征值 ( )1 ,c dλ ，且 ( )1 ,c dλ 具有正特征函数 ( )1 tφ 。 

3. 主要结果 

定理 1 假设(H1)~(H3)成立。若下列条件之一成立： 
i) ( ) ( )1 1, ,a b r c dλ λ< < ； 

ii) ( ) ( )1 1, ,c d r a bλ λ< < ， 

则问题(1)至少存在一个正解。 
定义算子 ( ) [ ]: 0,1L D L C→ 为 

( ) ( )4 ,Lu u u D L=     ∈  

其中 ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ }4 0,1 | 0 0 1 1 0D L u C u u u u′ ′′ ′′′= ∈  = = = = 。结合引理 5 知，算子 [ ] ( )1 : 0,1L C D L− → 是紧

的。 
令 [ ] [ ) [ )( ), 0,1 0, 0,Cζ ξ ∈ × ∞ × ∞ 使得 

( ) ( )
( ) ( )

, , , , ,

, , , ,

f t u p au bp t u p

f t u p cu dp t u p

ζ

ξ

= + +

= + +
 

显然，由(H1)知 

( )

( )
( ), 0

, ,
lim 0

,u p

t u p
u p

ζ
→

= ，对 [ ]0,1t ∈ 一致成立， 

( )

( )
( ),

, ,
lim 0

,u p

t u p
u p

ξ
→∞

= ，对 [ ]0,1t ∈ 一致成立。 

令 

 ( ) ( ) ( ){ }max , , : 0 ,r t u p u p rξ ξ= ≤ ≤ , 

则 ( )rξ 非减且
( )

lim 0
r

r
r

ξ
→∞

=


。 

考虑分歧问题 

( ) ( ), ,Lu r au bu r t u uλ λ ζ′ ′= + +                              (6) 

从平凡解 0u ≡ 处产生的分歧。由引理 3，问题(6)等价于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1
1 2 10 0 0

, d , d , , , d : ,u t G t s rau s s G t s rbu s s G t s r s u s u s s A u tλ λ ζ λ  ′= + + =  ∫ ∫ ∫ . 

定义 :B X X→ 为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 20 0

: , d , dBu t G t s rau s s G t s rbu s s= +∫ ∫ . 

由引理 4，B 是 X 上的强正算子，又根据引理 5， :B X X→ 全连续。故由文献[10] (定理 3.2)知， 
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( ) ( ) 1
1 ,r B a bλ

−
  = . 

定义 [ ): 0,F P X∞ × → 为 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1
10

, : , , , dF u t G t s r s u s u s sλ λ ζ ′= ∫ . 

则对任意有界的 λ ， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 1
1 20 00 1

2
1 12 2

20 0

1

, max , , , d , , , , d

, ,
, , d , , , d

, ,

X t

C

F u G t s r s u s u s s G t s r s u s u s s

G t s G t s
r s u s u s s r s u s u s s

t t

C t u t u t

λ λ ζ λ ζ

λ ζ λ ζ

ζ

≤ ≤

 ′ ′= 


∂ ∂ ′ ′ 
∂ ∂ 

′≤

∫ ∫

∫ ∫  

则 

( ) ( ) ( )1 1

0 0 0

, , , ,,
lim lim lim 0

X X C

C CX

u u u
X X C

C t u u C t u uF u

u u u

ζ ζλ
→ → →

′ ′
≤ ≤ = , 

即 ( ) ( ), XX
F u o uλ = 关于 λ 局部一致。 
结合条件(H2)，引理 1 和引理 4，若 0λ > 且 ( ),uλ 是(6)的一个非平凡解，则 intu P∈ 且存在集合 

( ) ( ) ( ){ } ( )( ){ }1, 0, : , , int , ,0u P u A u u P a bλ λ λ∈ ∞ × = ∈ ∪  

的一个无界连通分支 使得 ( )( )1 , ,0a bλ ∈。 
定理 1 的证明 显然，问题(6)的任意一个形如 ( ),r u 的解均是问题(1)的解 u。将证明在 X×R 中，连

通分支 穿过超平面{ }1 X× 。为此只需证 连接 ( )( )1 , ,0a bλ 到 ( )( )1 , ,c dλ ∞ 。令 ( ),n nyµ ∈满足 

n n Xyµ + → ∞ . 

注意到，对于任意的 n ∈ N， 0nµ > 。 因为当 0λ = 时，问题(6)仅有平凡解，且 { }( )0 X∩ × = ∅ 。 
情形 1 ( ) ( )1 1, ,c d r a bλ λ< < 。 
在这种情况下，证明 

( ) ( )( ) ( ){ }1 1, , , | ,c d a b uλ λ λ λ⊆ ∈  ∃ ∈R  . 

第一步。证明若存在一个常数 0M > 使得 

( ]0,n Mµ ⊂ ,                                   (7) 

则 连接 ( )( )1 , ,0a bλ 到 ( )( )1 , ,c dλ ∞ 。 
由式(7)知， n Xy → ∞ 。下面考虑问题 

( ) ( ), ,n n n n n n nLy rcy rdy r t y yµ µ ξ′ ′= + + , 

令 n
n

n X

y
y

y
= ，因为在 X 中是有界的，所以对于 y X∈ ，存在 ny y→  (这里仍用 ny y→ 代表它的收敛子

列)且 1Xy = 。进一步，由于ξ是非减的，于是 

( )( )
lim 0n

n
n X

y t

y

ξ
→∞

= , 
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注意到 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )nn n nC X

n n n nX X X X

y ty t y y

y y y y

ξξ ξ ξ
≤ ≤ ≤
  

, 

因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 20 0

: , d , dy t G t s rcy s s G t s rdy s sµ µ= +∫ ∫ , 

这里 : lim nn
µ µ

→∞
=  (这里仍用 nµ 代表它的收敛子列)。因此 

( )Ly cy dyµ ′= + , 

而 ( )1 ,c dµ λ= ，因此 连接 ( )( )1 , ,0a bλ 和 ( )( )1 , ,c dλ ∞ 。 
第二步。将证明确实存在一个常数 M，使得对于任意的 n ∈有 ( ]0,n Mµ ∈ 。由引理 1，仅需要证明

A 有一个线性弱函数 V 且存在 ( ) ( ), 0,y Pµ ∈ ∞ × ，使得 1Xy = 且 Vy yµ ≥ 。 
由(H3)，存在常数 [ )0 0, 0,a b ∈ ∞ 满足 0 0 0a b+ > ，使得 

( ) ( ) [ ] [ ) [ )0 0, , , , , 0,1 0, 0,f t u p a u b p t u p≥ +     ∈ × ∞ × ∞  

对于 u X∈ 。令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 0 2 00 0

: , d , dVu t G t s ra u s s G t s rb u s s= +∫ ∫ . 

则 V 是 A 的一个线性弱函数。进一步，存在 ( ) ( )( ) ( )1 0 0 1, , 0,a b t Pλ ψ ∈ ∞ × 使得 ( )1 1
X

tψ = 且 

( ) ( ) ( )1 0 0 1 1,a b V t tλ ψ ψ= 。事实上， 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 0 0 1

1 1
1 0 0 1 0 1 1 0 0 2 0 10 0

1

,

, , d , , d

.

a b V t

a b G t s ra s s a b G t s rb s s

t

λ ψ

λ ψ λ ψ

ψ

= +

=

∫ ∫  

因此，由引理 1， 

( )1 0 0,n a bµ λ≤ . 

情形 2 ( ) ( )1 1, ,a b r c dλ λ< < 。 
在这种情况下，若存在 ( ),n nyµ ∈使得 

( )lim n n Xn
yµ

→∞
+ = ∞ , 

且 

lim nn
µ

→∞
= ∞ , 

则 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }1 1, , , 0, | ,a b c d uλ λ λ λ⊆ ∈ ∞ ∃ ∈ , 

且 

{ }( )1 X× ∩ ≠ ∅ . 

假设存在 0M > ，使得对任意 n ∈ N，有 

( ]0,n Mµ ∈ . 
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类似于情形 1 的第一步的证明过程，有 

( ) ( )( )1, , , ,n ny c d nµ λ→ ∞     → ∞  

因此 连接 ( )( )1 , ,0a bλ 和 ( )( )1 , ,c dλ ∞ 。 
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