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摘  要 

众所周知，Lotka-Volterra系统描述了某个群落中 ( )2n n ≥ 个种群的相互作用关系。本文主要讨论由G-
布朗运动驱动的随机Lotka-Volterra多种群互惠系统。在次线性期望框架下，我们证明了系统正解的存

在唯一性，另外，通过构造合适的Lyapunov函数，我们得到系统存在平稳分布，且具有遍历性。 
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Abstract 
As we all know, the Lotka-Volterra system describes the interaction relationship between popula-
tions in a community. This paper mainly discusses the stochastic cooperative Lotka-Volterra sys-
tem driven by G-Brownian motion. Under the framework of sub-linear expectations, we prove the 
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existence and uniqueness of the positive solution of the system. In addition, by constructing a 
suitable Lyapunov function, we obtain that the system has a stable distribution and ergodicity. 
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1. 引言 

Lotka-Volterra 系统
1

d d , 1,2, ,
n

i i i ij j
i

x x r a x t i n
=

 = + = 
 

∑  描述的是群落中 ( )2n n ≥ 个种群相互之间的作 

用关系，其中 ix 表示第 i 个种群的密度， ir 表示第 i 个种群的内禀增长率， ija 代表第 j 个种群对第 i 个种

群的影响[1]， ija 和 ( )jia i j≠ 的正负性代表第 i 个种群和第 j 个种群的相互关系。本文主要讨论

Lotka-Volterra 多种群互惠系统。 
Goh [2]给出了两个种群情况下的互惠系统： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 11 1 12 2

2 2 2 21 1 22 2

d d ,

d d ,

x t x t r a x t a x t t

x t x t r a x t a x t t

 = − +   


= + −   
 

0ir > ， ( ), 1, 2 0ija i j = > 。若 ( )0, 0 , 1,2i ijr a i j> > = 且 11 22 12 21 0a a a a− > ，那么 

( ) ( )* *
1 1 2 2lim , li ,mt tx t x x t x→∞ →∞= =  

( )* * *
1 2,x x x= 是系统的唯一正平衡点， 

* *1 22 2 12 2 11 1 21
1 2

11 22 12 21 11 22 12 21

0, 0.
r a r a r a r ax x

a a a a a a a a
+ +

= > = >
− −

 

下面我们在系统中引入白噪声。设 ( )i i i ir r B tσ→ +  ， ( )iB t 是初值为0的G-布朗运动， ( )2 1, 2, , ,i i nσ = 

是白噪声的强度。从而有： 

( ) ( ) ( )
1

d d d , d , 1,2, ,
n

i i i ij j i i i i it
i

x t x t r a x t B B B t i nα σ
=

  = + + + =  
  

∑   

2. 次线性期望和 G-布朗运动 

本章我们简要回顾了一些 G-布朗运动的基本结果[3] [4]。设Ω ≠ ∅是给定的集合，向量格是定义

在Ω上的实值函数所组成的一个线性空间，同时有：每一个实值的常数 c 都在中；如果 ( )X ⋅ ∈，则

也有 ( )X ⋅ ∈。 
定义 2.1. 一个次线性期望 是定义在随机变量空间上的满足以下性质的泛函：对于所有的随机变

量 ,X Y ∈，有 
1) 单调性：若 [ ] [ ],X Y X Y≥ ≥  ； 
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2) 保常数性： [ ] ,c cc= ∀ ∈ ； 

3) 次线性： [ ] [ ] [ ]X Y X Y+ ≤ +   ； 

4) 正齐次性： [ ] [ ], 0X Xλ λ λ ≥= ∀  。 

称三元组 ( ), ,Ω  为次线性期望空间。 
令Ω表示所有满足 0 0ω = 的 d-实值连续轨道 ( )t t

ω +∈ 所成的空间，定义其上的距离为： 

( ) [ ]( )1 2 1 2
0,

1
, : 2 max 1] ,i

t tt i
i

ρ ω ω ω ω
∞

−
∈

=

 = − ∧ ∑  

( )Ω 表示 Ω上的 Borel σ -代数，令 ( ) :t tB ω ω= 上的典则过程，对每一确定的 [ )0,T ∈ ∞ ，令 

( ) ( ) [ ) ( )1 1 ,
: , , : 1, , , 0, , d nnT t T t T n b Lip

Lip B B n t t Cϕ ϕ ×∧ ∧Ω = ≥ ∈ 
 


∞ ∈

 

   

且 

( ) ( )
1

: ,n
n

Lip Lip
∞

=

Ω = Ω


 

其中 ( ), d nb Lip
C ×



是 d n×
 上所有有界的 Lipschitz 函数的集合，因此，在 ( )( ), LipΩ Ω 上，我们可以定义典则

次线性期望使得典则过程 tB 是 G-布朗运动。这个次线性期望通常称为 G-期望，记作 ̂。对每个 1p ≥ ，

我们令 ( )p
G TL Ω 表示 ( )TLip Ω 在范数 { }

1

ˆ p p
p

 ⋅ = ⋅  下的完备。 

定义 2.2. (G-正态分布) 次线性期望空间 ( )ˆ, ,Ω  上的 d 维随机向量 ( )T
1, , dX X X=  称作 G-正态分

布，如果对每个 , 0a b ≥ ，有 

2 2
d

aX bX a b X+ = + , 

其中 X 是 X 的一个独立版本。 
G-正态分布的随机向量 X 满足下面的特性[4]： 

引理 2.1. 令 X 为 d 维 G-正态分布的随机向量，那么可以由 ( ) ( ) ( ),
ˆ, , db Lip

u t x x t X Cφ φ = + ∈  

 刻画

X 的分布。 

( ),u t x 是 G-热方程 

( )
( ) ( )

2 0,

0, ,
tu G D u

u x xϕ

∂ − =


=
 

定义在 [ )0, d∞ × 上的唯一黏性解，其中 2D u 是 µ 的 Hessian 矩阵，定义 ( ): dG d →  为： 

( ) ( )1ˆ: , , ,
2

G A AX X A d = ∈  
   

( )d 是 d d× 对称矩阵空间。 ( ) ( )2 21 ,
2

G α σ α σ α α+ −= − ∈，其中， 2 2 2 2ˆ ˆ: , :X Xσ σ = = − −     。 

定义 2.3. (G-布朗运动) 次线性期望空间 ( )ˆ, ,Ω  上的 d 维过程 { }, 0tB B t= ≥ 称为 G-布朗运动，如

果满足以下性质： 
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1) ( )0 0B ω = ； 
2) 对每个 , 0t s ≥ ，增量 t s tB B+ − 独立于 ( )1 2

, , ,
nt t tB B B ， n∈且 1 20 nt t t t≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ； 

3) 对每个 , 0t s ≥ ， ~ ~s t s tB B B s X+ − ，其中 X 是 G-正态分布的。 
对 [ )0,T ∈ ∞ ，我们介绍下列空间： ( )0L Ω ：所有 ( )Ω -可测实函数所成空间， ( )0

TL Ω ：所有 ( )tΩ -
可测实函数所成空间。对给定的 [ ]0,T 的分划 00 Nt t T= < < = ，令 

( ) ( )( )
1

1
0

,
N

t j j j
j

t tη ω ξ ω
−

+
=

= −∑  

其中， ( ) , 0, , 1
j

p
j G tL j Nξ ∈ Ω = − ，我们将这类过程的集合记作 ( ),0 0,p

GM T 。 
对 ( ),0 0,p

GM Tη ∈ ，定义其 Bochner 积分和 Itô 积分如下： 

( ) ( )( )
1

10
0

d ,
NT

t j j j
j

t t tη ω ξ ω
−

+
=

= −∑∫  

及 

( )1

1

0
0

.d
j j

NT
s s j t t

j
B B Bη ξ

+

−

=

= −∑∫  

对 1p ≥ ， ( )0,p
GM T 表示 ( ),0 0,p

GM T 在范数 ( ) ( )
1

0, 0
ˆ: dp

G

T p p
tM T tη η =   ∫ 下的完备。 

引理 2.2. 映射 ( ) ( )2,0 2: 0,G G TI M T L= → Ω 是一个线性的连续映射 .因此，可以连续地延拓至

( ) ( )2 2: 0,G G TI M T L= → Ω 。有： 

0
ˆ d 0,

T
s sBη 

  
=∫  

( )2
2

0 0
ˆ ˆd d .

T T
s s s sB Bη η ≤  

 
  ∫ ∫   

引理 2.3. 对 , 1, ,v nµ =  ，令 ( )2 nCφ ∈  ， ( )2
,,v v

n
b Lipx x x

Cµ∂ Φ ∂ Φ∈  ，固定 [ ]0,s T∈ ， ( )T1, , nX X X= 

是 [ ],s T 上的 n 维过程，且具有以下形式： 

( ) ( ) ( ), , ,v v v vij i j i j vj j j
t s t st s

X X t s B B B B B Bα η β= + − + − + −  

其中，对 1, ,v n=  ， , 1, ,i j d=  ， ,v vijα η 和 vjβ 在 ( )2
G sL Ω 中有界， ( )T1, , n

s s sX X X=  是 ( )2
G sL Ω 中给定

的随机向量，在 ( )2
G sL Ω 中，我们有：  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1 , .

d d

d
2

v v

v

t tvj j v
t s x xs s

t v vij i vj i j
x x xs

X X X B X u

X X B Bµ

µ µ µ

µ
µ µ µ

φ φ φ β φ α

φ η φ β β

− = ∂ + ∂

+ ∂ + ∂ 
  

∫ ∫

∫
 

通过 Denis 等人的方法[5]，我们可以将 G-期望的域从 ( )Lip Ω 扩展到 ( )0L Ω 。 
用表示： 

[ ] [ ] ( )0: sup , .
G

P
PX X X L∈= ∈ Ω   

其中，  是 ( )( ),Ω Ω 上鞅测度的弱紧集。 

3. 系统的存在性 

3.1. 系统正解的存在性 

对于 Lotka-Volterra 多种群互惠系统(1)： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d , d , 1,2, ,
i

i i i ii i ij j i i i i it
j J

x t x r a x t a x t t B B t nt B iα σ
∈

  
= − + + + =  

   
∑   

设 

( )
11 12 1

21 22 2

1 2

: ,

n

n
ij n n

n n nn

a a
a a a

A a

a a a

a

×

 
 
 = =
 
 
 





  



 

( )
11 12 1

21 22 2

1 2

: ,

n

n
ij n n

n n nn

a a
a a a

A a

a a a

a

×

 
 − = =
 
 

−

− 





  



 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , .nx t x t x t x t=   

条件 1 矩阵 ( )ij n n
A a

×
= 是不可约的，且 0, 0i ijr a> ≥ ， : 0, , 1,2, ,

i

i ii ij
j J

a a i j nγ
∈

= − > =∑  。 

定理 3.1. 若条件 1 成立，则对任意初值 ( ) 00 nx x += ∈ ，系统(1)存在唯一的正解 ( )x t ，且该解以概

率 1 位于 n
+ 中，即对所有的 ( )0, nt x t +≥ ∈  q.s.。 

证明  由于系统(1)的系数满足局部 Lipschitz 条件，那么对 ( ) 00 nx x += ∈ ，存在唯一的局部解

( ) [ )0, 0, ex t t τ> ∈ ，其中 eτ 表示爆破时刻(可参见 Arnold [6]、Freedman [7]、Mao [8])。证明该解是全局存 

在的，只需证明 eτ = ∞  q.s.设 00 1k< < 满足 0 0
0

1 ,x k
k
 

∈  
 

。对每一个整数 0k k≥ ，定义停时： 

[ ) ( ) 1inf 0, : , ,k et x t k
k

τ τ  = ∈ ∉  
  

 

此处及后面总假设 inf ∅ = ∞。显然，随着 k →∞， kτ 是递增的。令 lim kk
τ τ∞ →∞

= ，则 eτ τ∞ ≤  q.s.因此要证

eτ = ∞  q.s.，只需证明τ∞ = ∞  q.s.，并且此时显然满足 ( ) 0, 0x t t> ≥  q.s.。换而言之，完成该定理的证明

只需证明τ∞ = ∞  q.s.。如若不然，存在常数 0T > 和 ( )0,1ε ∈ 使得 { }C Tτ ε∞ ≤ > 。从而存在整数 1 0k k≥ 满

足 { }kC Tτ ε≤ ≥ ，对所有的 1k k≥ 。 

定义 2C 函数 :V + +→  ： ( ) ( )1 2
1

, , , 1 log
n

n i i i
i

V x x x c x x
=

= − −∑ ，其中 ic 表示 AL 的第 i 个对角元的余

子式(见引理 A.1.)。由附录 A 中引理 A.1.的结论可知 ( )0 1,2, ,ic i n> =  ，则函数 ( )1 2, , , nV x x x 是正定

的。由 Itô 公式可得 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

1 1

2

1 1

2

1 1 1

d 1 d 1 d

1 d ,
2

: d 1 d 1 d ,
2

i

n n

i i i ii i ij j i i i i
i j J i

n n
i

i i i i i i t
i i

n n n
i

i i i i i i i i i i t
i i i

V c x r a x a x t c x B t

c
c x B B

c
LV t c x B t c x B B

σ

α σ

σ α σ

= ∈ =

= =

= = =

 
= − − + + − 

 

+ − +

= + − + −

 
  

+ 
  

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

其中 
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( )

( )

( ) ( )

1

2

1

2 2 2

1

1

1
2

.

i

i i

i i

n

i i i ii i ij j
i j J

n

i i ii i ij j ii i ij i j i
i j J j J

n

i i ii i ij j ii i ij i j i
i j J j J

LV c x r a x a x

c r a x a x a x a x x r

c r a x a x a x a x x r

= ∈

= ∈ ∈

= ∈ ∈

= − − +

=

 

+ − − + −

 
≤ +

 
 

 
 

− − + + − 
 

 

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

由于矩阵 A 不可约，由附录 A 中引理 A.3。 

2 2

1 1 1 1
,

n n n n

ij j iji
i j i

i i
j

c a x c a x
= = = =

=∑∑ ∑∑  

从而 

2 2

1 1
.

i i

n n

ij j ij i
j

i
i i J

i
J j

c a x c a x
= ∈ = ∈

=∑ ∑ ∑∑  

可得 

( )

( )

2 2

1

2

1

,

i i

i

n

i i ii i ij j ii i ij i i
i j J j J

n

i i ii i ij j i i i
i j J

LV c r a x a x a x a x r

c r a x a x x r

K

γ

= ∈ ∈

= ∈


≤ + − − + −

= + − − −


 
 
 
 
 

≤

∑ ∑ ∑

∑ ∑  

这里 K 是正常数。 
从而 

( ) ( ) ( )
2

0 0 0 0
1 1

d d 1 d , 1 d .
2

k k k k
n nT T T Ti

i i i i i i i i it
i i

V K t c x B B c x B t
τ τ τ τσ

α σ
∧ ∧ ∧ ∧

= =

 
≤ + − + + − 

 
∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫  

取 G-期望可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

2

1 2 0
1

2
1 2 0

1 1

1 2

ˆ , , ,

ˆ ˆ0 , 0 , , 0 1 d ,
2

ˆ ˆ0 , 0 , , 0 , 1 d ,
2

0 , 0 , ,

k

k

k k n k

nT i
n k i i i i i t

i

n nTi
n i i i i i i i iT t

i i

EV x T x T x T

V x x x KE T E c x B B

c
V x x x KT E B B E c x I B B

V x x x

τ

τ

τ τ τ

σ
τ α

σ α

∧

=

= =

 

 ∧ ∧ ∧ 

 
≤ + ∧ + − +    

 

≤ + + + −

 
  

   
   

  

=




∑∫

∑ ∑∫







 ( ) 2 2 2
0

1 1

ˆ0 1 d
2

: .

e

n nTi
n i i i i

i i

c
KT T E c x I s

C KT

τσ σ σ α
= =

 + + + − 
      

=


 

+

∑ ∑∫

 

其中 

( ) ( ) ( ) 2
1 2 0

1

ˆ0 , 0 , , 0 1 d ,
e

nT
n i i i

i
C V x x x E c x I sτσ α

=

 = + −      
∑∫  

2 2

1
.

2

n
i

i
i

c
K K σ σ

=

 
 


+


= ∑  

对 1k k≥ ，令 { }k k TτΩ = ≤ ，可得 ( )kC εΩ ≥ 。注意到对每个 kω∈Ω ， 
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( ) ( ) ( )1 2, , , , , ,k k n kx x x kτ ω τ ω τ ω = 或者
1
k
。 

于是， ( ) ( ) ( )1 2, , , , , ,k k n kV x x xτ ω τ ω τ ω   不小于 ( )
1

1 log
n

i
i

c k k
=

− −∑ 或者
1

1 1 log
n

i
i

c k
k=

 − + 
 

∑ 。 

即 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 1

ˆ , , ,

sup ( , , ,

11 log 1 log ,

k

k

k k n k

P
k k n k

P

n n

i i
i i

C KT E I V x x x

E I V x x x

c k k c k
k

τ τ τ

τ τ τ

ε

Ω

Ω
∈

= =

 + ≥  
 =  

    ≥ − − ∧ − +        
∑ ∑






 

其中
k

IΩ 表示集合 kΩ 的示性函数。令 k →∞，得 

,C KT∞ > + = ∞  

矛盾。因此必有τ∞ = ∞  q.s.定理得证。 

3.2. 系统(1)存在平稳分布且具有遍历性 

设非其次线性方程 

Ax r= −                                          (2) 

其中 A 如前所定义， ( ) ( )T T
1 2 1 2, , , , , , ,n nx x x x r r r r= =  。定义矩阵 

1 12 1

2 22 2

2

,

n

n
n

n n nn

b a a
b a a

B

b a a

− 
 − − =
 
 
− − 





  



 

其中 , 1, 2, ,ib i n=  是正常数。 
引理 3.1. 若 0, 1,2, ,ib i n> =  且条件 1 成立，有 

( ) ( )1 det 0, 2.n
nB n− > ≥  

引理 3.2. 若条件 1 满足，那么方程(2)存在正解。 

( )X t 是 lE 中一自治 Markov 过程，那么它可表示以下随机微分方程的解： 

( ) ( ) ( ) ( )
1

d d d .
k

r r
r

X t b X t g X B t
=

= +∑  

方程的扩散阵： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

, .
k

i j
ij ij r r

r
x x x g x g xλ λ

=

Λ = = ∑  

假设 B：存在具有正则边界 Γ的有界区域 lU E⊂ 满足： 
(B.1.) 在 U 和它的一些邻域，扩散阵 ( )xΛ 的最小特征值是非零的。 
(B.2.) 当 \lx E U∈ 时，从 x 出发的轨道到达集合 U 的平均时间τ 是有限的，且对每个紧子集 lK E⊂

有 sup x
x K

E τ
∈

< ∞。 
引理 3.3. 如果上述假设成立，那么 Markov 过程 ( )X t 存在平稳分布 ( )µ ⋅ 。令 ( )f ⋅ 为关于测度 µ 可积

的函数。则对所有的 lK E⊂ 成立 
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( )( ) ( ) ( )
0

1lim d d 1.
l

T
x T E

P f X t t f x x
T

µ→∞
 = = 
 ∫ ∫  

引理 3.4. 设 ( )X t 为 lE 中的正则 Markov 过程。若 ( )X t 相对于某个有界区域 U 是常返的，则它相对

于 lE 中的任一非空区域是常返的。 
注记 3.1. 定理 3.1.给出了系统(1)存在唯一的正解 ( )x t 。另外，由定理 3.1.的证明得到了 LV K≤ ，现

定义V V K= + ，则 LV V≤ ，且显然有 

( )\
inf n

K
R x D

V V x
+∈

= → ∞


  , 当 k →∞ , 

其中
1 1 1, , ,kD k k k
k k k

     = × × ×     
     

 。因此由 Khas’minskii [9]给出 ( )x t 是 n
+ 中的自治 Markov 过程。 

定理 3.2. 假设条件 1 成立，且
2

, 0, , 1, 2, ,
2
i

i ir i j n
σ

σ> > =  满足 

( ){ }
* 22 *

1
min , 1,2, , ,

2

n
i i

i i i i
i

c x
c x i nσ γ

=

< =∑   

其中 ic 如定理 3.1.证明中所定义， ( )* * * *
1 2, , , nx x x x=  是方程(2)的正解，则系统(1)存在平稳分布 ( )µ ⋅ 且具

有遍历性。 
证明 定义 : nV R R+ +→  

( ) * *
1 2 *

1
, , , log .

n
i

n i i i i
i i

x
V x x x c x x x

x=

 
= − − 

 
∑  

由于矩阵 ( )ij n n
A a

×
= 是不可约的，则由引理 A.1.可知 0, 1,2, ,ic i n> =  。此外由引理 3.2.可知方程(2)

存在正解 ( )* * * *
1 2, , , nx x x x=  满足 

* * , 1, 2, , .
i

i ii i ij j
j J

r a x a x i n
∈

= − =∑   

于是 ( )1 2, , , nV x x x 是正定的。由 Itô 公式并结合上式可得 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

*

1

* 2 *

1 1

* * *

1

* 2 *

1 1

d d d

d ,
2

d d

2

i

i

n

i i i i ii i ij j i i
i j J

n n
i

i i i i i i i i t
i i

n

i i i ij j j ii i i i i
i j J

n n
i

i i i i i i
i i

V c x x r a x a x t B t

c
x c x x B B

c x x a x x a x x t B t

c
x c x x

σ

σ α

σ

σ α

= ∈

= =

= ∈

= =

  
= − − + +  

   

+ + −

 
= − − − −



+ 
 


  

 
 
 

 + + − 



 

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

( ) ( ) ( )* * 2 *

1 1 1

d ,

: d d d , ,
2

i i t

n n n
i

i i i i i i i i i i i i i t
i i i

B B

c
LV t c x x B t x c x x B Bσ σ α

= = =

 = + − + + −  
∑ ∑ ∑

 

其中， 
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( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

* * *

1 1

2 2 2* * *

1 1

2 2 2* * * * 2

1 1 1

2*

1

1
2
1
2 2

i

i

i

n n

i ii i i i ij i i j j
i i j J

n n

i ii i i i ij i i j j
i i j J

n n n
i

i ii i i i ij i i j j i i
i i j J i

n

i ii i i
i

LV c a x x c a x x x x

c a x x c a x x x x

c
c a x x c a x x x x x

c a x x c

σ

= = ∈

= = ∈

= = ∈ =

=



= − − + − −

≤ − − + − + −

≤ − − + − + − +

=


  

 
  

− − +

∑ ∑∑

∑ ∑∑

∑ ∑∑ ∑

∑ ( )

( )

2* * 2

1 1

2* * 2

1 1

2

2

i

n n
i

i ij i i i i
i j J i

n n
i

i i i i i i
i i

c
a x x x

c
c x x x

σ

γ σ

= ∈ =

= =

− +

= − − +

∑ ∑ ∑

∑ ∑

 

由于 

( ){ }
* 22 *

1
min , 1,2, , ,

2

n
i i

i i i i
i

c x
c x i nσ γ

=

< =∑   

则椭圆 

( )2* * 2

1 1
0

2

n n
i

i i i i i i
i i

c
c x x xγ σ

= =

− − + =∑ ∑  

全部落于 n
+ 中。选取 U 是包含 nU +⊆  的一个邻域，使得当 \nx U+∈ ，有 LV C≤ −  (C 为正常数)，这

表明假设 B 中的条件(B.2.)满足。因此解 ( )x t 在区域 U 是常返的，结合引理 3.4.和注记 3.1.可知 ( )x t 在 n
+

中的任意有界区域 D 是常返的。 
另一方面，对任意的 nD +⊆  ，设 

{ }2 2min , 1, 2, , , 0,i iM x i n x Dσ= = ∈ >  

那么对 , nx D ξ +∈ ∈ ，有 

22 2 2

, 1 1
,

n n

ij i j i i i
i j i

x Mλ ξ ξ σ ξ ξ
= =

= ≥∑ ∑  

所以条件(B.1.)也满足。由此系统(1)存在平稳分布 ( )µ ⋅ 且具有遍历性。 
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附录 A 

在本节中，我们介绍上面证明中使用的一些图论知识。 
一有向图 ( ),V E= 包含定点集 { }1,2, ,V n=  和一个有向线 ( ),k j  (表示从 k 到终点 j)的集合 E。若

对有向线 ( ),j k 赋予一正的值 kja ，则图是有权重的。给定一个具有 n 个顶点的权重图 ( ), A ，其中 

( )ij n n
A a

×
= 表示权重矩阵，若 kja 存在则表示有向线 ( ),j k 的权重，否则为 0。称有向图是强相关的，若 

任意两个不同顶点之间存在从这一点到另一点的路。一个权重的有向图 ( ), A 是强相关的当且仅当权重

矩阵 A 是不可约的。 

( ), A 的 Laplacian 矩阵定义如下 

1 12 1
1

21 2 2
2

1 2

.

k n
k

k n
kA

n n nk
k n

a a a

a a a
L

a a a

≠

≠

≠

− − 
 
 − −
 =  
 
 − − 
 

∑

∑

∑





   



 

设 kc 表示矩阵 AL 的第 k 个对角元的余子式，则其具有如下性质。 
引理 A.1. 设 2n ≥ ，那么 

( ) , 1, 2, ,
k

kc w k n
∈

= =∑ 


  

其中， k 是 ( ), A 以顶点 k 为根的生成树  的集合，并且 ( )w  是  的权重。特别地，若有向图 ( ), A 是

强相关的，则对1 k n≤ ≤ ， 0kc > 。 
引理 A.2. 设 2n ≥ 且矩阵 A 是不可约的，则线性系统 0AL v = 的解空间的维度为 1，且 ( )1 2, , , nc c c 是

解空间的基础解，其中， , 1, 2, ,kc k n=  如引理 A.1.中所定义。 
引理 A.3. 设 2n ≥ 且 , 1, 2, ,kc k n=  如引理 A.1.中所定义，则如下等式成立 

( ) ( )
, 1 , 1

,
n n

k kj k k k kj j j
k j k j

c a G x c a G x
= =

=∑ ∑  

其中 ( ) ,1k kG x k n≤ ≤ 是任意函数。 
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