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摘  要 

本文研究了一类退化抛物Baouendi-Grushin Laplace方程。通过构造与Baouemdi-Grushin向量场相对

应的抛物Carnot-Carathéodory度量，利用嵌入定理和紧方法来证明方程解的Schauder估计。 
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Abstract 
In this paper, we investigate a class of degenerate parabolic Baouendi-Grushin Laplace equations. 
By introducing the parabolic Carnot-Caratheodory metric which is associated with the geometry of 
the Baouendi-Grushin vector fields, we use imbedding theorem and compactness method to prove 
the Schauder estimates for the solutions of parabolic Baouendi-Grushin Laplace equations. 
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1. 引言 

定义 nx R∈ ， my R∈ 和 0γ > 。Baouendi-Grushin (B-G)向量场[1]定义 

, 1, , , , 0, 1, ,i j
i j

X i n X x j m
x y

γ γ∂ ∂
= = = > =
∂ ∂

  , 

相应的 B-G 梯度可定义为 

( )
1 1

, , , , , ,x y
n m

x x x
x x y y

γ γ γ
γ

 ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = ∇ ∇ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

  . 

则 B-G 型拉普拉斯算子可定义为 

( ) 2
x yu u u x uγ

γ γ γ∆ = ∇ ⋅∇ = ∆ + ∆ , 

其中 x∆ 和 y∆ 分别代表 nR 、 mR 空间上的拉普拉斯算子。 
当 1γ = 时，Jerison 和 Lee [2]研究了 B-G 拉普拉斯方程 

( )2
1 , .x yu u x u f x y∆ = ∆ + ∆ =                                   (1) 

此方程与 Cauchy-Riemann Yamabe 问题有密切关系。 
当 γ 为正整数时，向量场 iX 和 jX 满足 Hörmander 条件[3]，由此可以得到方程的 H ε 正则性估计。 
当 γ 是任意的正数时，Franchi 通过研究与 B-G 向量场相关的加权 Sobolev-Poincare 不等式，证明了

Harnack 不等式和方程解的Cα 估计(参见文献[4] [5] [6])。王[7]通过构造与 B-G 向量场相对应的椭圆

Carnot-Carathéodory (C-C)度量，给出了方程解的 Hölder 正则性估计。宋、王等人[8]建立了方程解的梯度

的 pL 估计。R. Monti 和 D. Morbidelli 研究了半线性的椭圆 Baouendi-Grushin 方程[9]，并利用 kelvin 变换

给出了方程正解的球对称结果。 
近年来，退化抛物 B-G 方程引起了众多学者的广泛关注(参见文献[3] [10])。 
对于抛物型 B-G 方程，假设 n mR RΩ ⊂ × 是一个有界开区域，抛物区域为 ( ]* 0,TΩ = Ω× ，那么抛物

边界为 ( ]( ) { }( )= 0, 0T t∗∂Ω ∂Ω× ∪ Ω× = 。本文将研究下述抛物 B-G 拉普拉斯方程 

( )
1 1

, , : , .
i j

n m

t x y
i j

Lu x y t u u f x f xγ
γ ∗

= =

= − ∆ = + ∈Ω∑ ∑                            (2) 

在区域 ( ){ }, , : 0x y t x∗∈Ω = 附近，此方程为退化抛物方程；如果远离{ }0x = 区域，则方程没有退化

性。我们将分别研究在{ }0x = 附近区域和远离{ }0x = 的解的正则性，并给出方程解的一致性估计。 
本文研究的主要结论如下： 

定理 1：设 u 为方程(2)的弱解，任意的正数α 满足 0 1α< < ，存在一个正常数 C，若 ( )1+ 2
1f C Q

α αα
γ

∗∈
， ，

，

那么存在多项式 

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2020.1012146
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


元琛，黄小涛 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2020.1012146 1231 理论数学 
 

( ) T 21, , ,
2

p x y t x Ax Bx Cy Dt E Fy Gxy= + + + + + +                           (*) 

使得 

( )
( )

0 0 0

2 2 2
, ,

1 d d .
r

x y tQ
r

u p z t Cr
Q

α+− ≤∫  

其中 0 1r< < ，常数 C 与 [ ] ( )
, ,
1 2

1C Qf α αα
γ+

∗
和 ( )2

1L Qu 有关。 

说明：由下述引理 2 的证明过程可知，多项式 ( ), ,p x y t 的形式与指标α ， γ 有关。 
情况分类如下：若 

1、
10
2

γ< < ， 2α γ> ，多项式 ( ), ,p x y t 的形式如(*)所示， 

2、
10
2

γ< < ， 2γ α γ< < ，多项式 ( ), ,p x y t 系数 0F = ， 

3、
10
2

γ< < ，α γ< ，多项式 ( ), ,p x y t 系数 0G = ， 

4、
1 1
2

γ< < ，α γ> ，多项式 ( ), ,p x y t 系数 0F = ， 

5、
1 1
2

γ< < ，α γ< ，多项式 ( ), ,p x y t 系数 0F = 且 0G = 。 

定理结论类似可得。 
在第二节，我们给出与 B-G 向量场相关的抛物 Carnot-Carathéodory (C-C)度量，在第三节给出方程解

的 Schauder 估计的证明。 

2. 预备知识 

本节我们给出弱解的定义和一些重要的引理。 

2.1. 内在度量 

首先为了能对 B-G 向量场进行分析，我们引入 C-C 度量。 
对任意的 ( ) ( ) [ )1 1 1 1 2 2 2 2, , , , , 0,n mZ x y t Z x y t R R= = ∈ × × +∞ ，定义与 B-G 向量场相对应的抛物 C-C 度

量为
2

2 2 2
1 2

dd d yd s t x
x γ= − − ，相对应的距离为 ( )

1
1 221 2 1 2 1 2

1 2

2
,

y y
d Z Z t t x x

x x
γ γ γ

−
= − + − +

+
。 

当 , ~ 1x y 时，抛物 C-C 距离可看成经典的抛物距离 

( ) ( )
1
21 2 1 2 1 2 1 2 1 2, ~ , .d Z Z d Z Z t t x x y yγ = − + − + −  

令 ( ), ,Z x y t= ， ( )1 2, ,rZ rx r y r tγ+= ，在抛物 C-C 度量下，算子 L 满足性质 

( )( ) ( )( )1 2 2 1 2, , , , .L u rx r y r t r Lu rx r y r tγ γ+ +=                             (3) 

记 ( ) ( ){ }1
0 0 0, : ,i i j j

rS z x y x x r y y r γ+= − < − < ， ( )1, , ; 1, ,i n j m= =  ， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2
0 0 0, , : , ,r rQ Z x y t x y S z r t t r= ∈ − < − < ，为方便书写，记 ( )0r rS S= ， ( )0r rQ Q= 。 

2.2. Sobolev 空间 

设 ∗Ω 为有界抛物区域。定义 Sobolev 空间 ( )1,2Wγ ∗Ω 为 
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( ) ( ) ( ){ }1,2 2 2: , ,W u L u Lγ γ∗ ∗ ∗Ω = ∈ Ω ∇ ∈ Ω  

其范数定义为 

( ) { }1,2

22
1 2

: .Wu u u
γ γ∗ ∗ ∗Ω Ω Ω

= + ∇∫ ∫  

通篇我们令 ( )1 2Q n mγ= + + + 。若
22

2
Qq

Q
< <

−
，那么有嵌入定理 

( )1,2Wγ ∗Ω ↪ ( )qL ∗Ω ， 

且在有界区域上此嵌入为紧嵌入(见[11])。 
方程(2)的弱解可定义如下： 
定义 2.1：如果 ( )1,2u Wγ ∗∈ Ω 且对任意 ( )0Cϕ ∞

∗∈ Ω 满足 

d d d d ,tu z t u f z tγ γ γϕ ϕ ϕ
∗ ∗ ∗Ω Ω Ω

− ∇ ⋅∇ = ⋅∇∫ ∫ ∫                              (4) 

那么称 u 是方程(2)的弱解。 

2.3. 
, , ,

1 2
m

C
α αα
γ+ 的等价定义 

在 C-C 度量下，对任意的 ( )0 0 0 0 1, ,Z x y t Q= ∈ ， 0 1a< < ，如果存在一个 m 阶多项式 P 满足 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

0 0 0

1 2
0 0 0, ,

1 2
, , ,i j k

ijkx y t
i j k m

P x y t a x x y y t tγ

γ

+

+ + + ≤

= − − −∑  

并且 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 1, , , , , , , , , , , , ,
m

u x y t P x y t Cd x y t x y t x y t Q
α+

− ≤ ∈  

那么
, , ,

1 2
m

u C
α αα
γ+

∗∈ 。 

当 0m = 时，如果函数 ( )
, ,
1 2

1f C Q
α αα
γ+∈ ，其半范数定义[12]]\为 

[ ] ( ) ( ) ( ), ,
1 2

12

2

0,0,0,
0 1

1 1sup , , 0,0,0 .C Q Q
f f x y t f

Q
α αα
γ

ρα
ρ ρρ

+
< ≤

= − < ∞∫  

在 Hölder 空间中，还有一种等价形式的半范数[13]，即 

[ ] ( )
( ) ( )
( )

, ,
1 2

1
1 2 1

1 2

, 1 2

sup ,
,C Q

Z Z Q

f Z f Z
f

d Z Z
α αα
γ α

γ

+
∗ ∈

−
=  

此时，其全范数为 

( ) ( ) [ ] ( )
, ,
1 2 1+ 2

1 1 1
.C Q L Q C Qf f fα α α αα α

γ γ+ ∞
∗ ∗

= + ， ，  

3. 正则性估计 

本节我们证明方程(2)解的 Schauder 估计。证明的主要思路[14]是：首先利用 C-C 度量的性质(3)和紧

方法，来研究在区域 { }0x = 附近的正则性，然后利用一致抛物方程的正则性结论得到方程解在远离

{ }0x = 区域时的 Schauder 估计。 

3.1. ( ){ }1, , : 0x y t Q x∈ = 区域附近的估计 

不妨假设 u 满足方程 
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( ), , ,tu u f x y tγ− ∆ =  

令 ( ) ( )1 2, , , ,v x y t u rx r y r tγ+= ，由 C-C 度量可知，在{ }0x = 附近满足方程 

( )2 1 2, , .tv v r f rx r y r tγ
γ

+− ∆ =  

这是我们研究方程解在 ( ){ }1, , : 0x y t Q x∈ = 区域附近正则性的基础。 

定理 2：设 1,2u Wγ∈ 为方程(2)的弱解，对任意的 0 1α< < ，存在一个正常数 1C ，若 ( )
,

1 2
1f C Q

α αα
γ+∈

，

，

那么存在一个多项式 

( ) T 21, ,
2

p x y t x Ax Bx Cy Dt E Fy Gxy= + + + + + +  

满足 ( )0,0,0tp p fγ− ∆ = ，且 

( )
( )2 2 2

10,0,0
1 d d .

Q
u p z t C

Q ρ

α

ρ

ρ +− ≤∫                                (5) 

其中 0 1ρ< ≤ ，常数 1C 与 [ ] ( )
, ,
1 2

2 0,0,0,C Qf α αα
γ

ρ
+ 以及 ( )2L Qu

ρ
有关。 

在证明定理前，我们先给出所需用到的两个引理。 
引理 1：设 u 为方程(2)的弱解，对任意的正数 ε ，存在一个 ( ) ( )0,1δ δ ε= ∈ ，当 u 满足 

2

2

2

1 d d 1
Q

u z t
Q γ∇ ≤∫                                       (6) 

且 

2

2 2

2

1 d d ,
Q

f z t
Q

δ≤∫                                       (7) 

则存在一个函数 h 满足 

10, ,th h Z Qγ− ∆ = ∈                                       (8) 

使得 

1

2 2

1

1 d d .
Q

u h z t
Q

ε− ≤∫                                      (9) 

证明：反证法，假设存在 0 0ε > ，使得对任意的 1 nδ = ，存在 nu ， nf 满足 

2 2 2
d d d d d d ,n t n nQ Q Q

u z t u z t f z tγ γ γϕ ϕ ϕ− ∇ ⋅∇ = ∇ ⋅∫ ∫ ∫                          (10) 

且 

2 2

2 2
2

2 2

1 1 1d d 1, d d ,n nQ Q
u z t f z t

Q Q nγ∇ ≤ ≤∫ ∫                            (11) 

但是 

2

2
0

2

1 d d .nQ
u h z t

Q
ε− ≥∫                                    (12) 

由于 ( )1,2
2W Qγ 紧嵌入 ( )2

2L Q 及有界性条件
2

2

2

1 d d 1nQ
u z t

Q γ∇ ≤∫ ，则存在一个子序列，不妨仍记为
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{ }nu 使得 nu 在 ( )2
2L Q 中强收敛于 u∞ ， nuγ∇ 在 ( )2

2L Q 中弱收敛于 uγ ∞∇  
令 n →∞，由(10)和(11)可得 

2 2
d d d d 0,tQ Q

u z t u z tγ γϕ ϕ∞ ∞− ∇ ⋅∇ =∫ ∫  

这说明了u∞ 和 h 都是方程(8)的弱解。这与(12)式矛盾，证毕。 

引理 2：设 u 是方程(2)的弱解，对任意的 0 1α< < ，存在一个常数 0C ，
10
2

λ< < ，0 1δ< < ，当 u，

f 分别满足 

2

2

2

1 d d 1
Q

u z t
Q γ∇ ≤∫ 和

2

2 2

2

1 d d ,
Q

f z t
Q

δ≤∫  

则存在一个多项式 

( ) T 21, ,
2

p x y t x Ax Bx Cy Dt E Fy Gxy= + + + + + +  

满足 0tp pγ− ∆ = 且 

( )2 2 21 d d .
Q

u p z t
Q λ

α

λ

λ +− ≤∫  

其中 

0 .A B C D E F G C+ + + + + + ≤  

证明：由引理 1 知，给定一个 ( )0,1ε ∈ ，那么 

1

2 2

1

1 d d .
Q

u h z t
Q

ε− ≤∫                                    (13) 

我们把 ( ), ,h x y t 在 ( )0,0,0 处展开，同时取 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T 2

T 2

2 2

1, ,
2
1 0,0,0 0,0,0 0,0,0 0,0,0
2

1 10,0,0 0,0,0 0,0,0
2 2

x x y t

y x y

p x y t x Ax Bx Cy Dt E y xy

x D h x xD h yD h tD h

h y D h xyD D h

= + + + + + +

= + + +

+ + +

 

那么 0tp pγ− ∆ = 。由多元高阶 Taylor 公式可得 

( ) ( ) 3, , , , ,h x y t p x y t Cλ− ≤  

其中 ( ), ,Z x y t Qλ= ∈ ，
10
2

λ< < ， 

所以， 

( )

1

1

2

2 2 2 2

2
2 21 6

1 2
1

1 d d

2 2 2 2d d d d d d d d

2 1 2 2d d d d

Q

Q Q Q Q

nmQ Q

u p z t
Q

u h z t h p z t u h z t h p z t
Q Q Q Q

Q
u h z t h p z t C

Q Q Q

λ

λ λ λ

λ

λ

λ λ λ λ

γ
λ λ

ε λ
λ λ λ+

−

≤ − + − ≤ − + −

≤ − + − ≤ +
⋅ ⋅

∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

           (14) 
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取 λ 足够小，使(14)第二项满足 

( )2 26 1 ,
2

C αλ λ +≤  

取 ε 足够小，使(14)第一项满足 

( )
( )

2
2 2

1 2

2 1 .
2nm

α
γ

ε λ
λ λ λ

+
+

≤
⋅ ⋅

 

因此 

( )2 2 21 d d .
Q

u p z t
Q λ

α

λ

λ +− ≤∫  

证毕。 
定理 2 的证明：不妨假设 ( )0,0,0 0f = ，否则可以令 

( ) ( ) ( ) 20,0,0
, , , , ,

2
f

v x y t u x y t x
n

= −  

那么 

( ) ( )

( ) ( )

2

1 1
0,0,0 0,0,0

: , , 0,0,0 ,

i j

n m

t x y
i j

v v f x f f x f

f x y t f

γ γ
γ

= =

− ∆ = + − −

= −

∑ ∑
 

显然对 v 的估计可以转化成对 u 的估计。 
另外，假设 

[ ] ( )
, ,
1 2

12 0,0,0,
,C Qf α αα

γ δ+ <                                      (15) 

1

2

1

1 d d 1.
Q

u z t
Q γ∇ ≤∫                                      (16) 

否则，取 

[ ] ( )
, ,
1

121
2

2
0,0,0,

1

,
1 d d CQ Q

uu
u z t

Q
f α αα

γ

δ

+

=
+∫



[ ] ( )
,
1

121

,
2

2
0,0 0,

1
,

1 d d C QQ

ff
u z t

Q
f α αα

γ

δ

+

=
+∫

  

那么，计算容易得到 u， f 满足 

( )
1 1

: , , ,
i j

n m

t x y
i j

u u f x f f x y tγ
γ

= =

− ∆ = + =∑ ∑  

   

且由δ 充分小可得 

( )
, ,
1 2

12 0,0,0,C Q
f α αα

γ δ+
  < 
 ，

1

2

1

1 d d 1
Q

u z t
Q

≤∫  。 

然后通过计算对 u的估计来得到对 u 的估计。 
下面用归纳法证明：存在多项式 

( ) T 21, ,
2k k k k k k k kp x y t x A x B x C y D t E F y G xy= + + + + + +                       (17) 
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满足 ( ) 0k kt
p pγ− ∆ = ，使得 

( )2 2 21 d d
k

k

k
kQ

u p z t
Q λ

α

λ

λ +− ≤∫ ， kx λ≤ ， ( )1ky γλ +≤ ， 2kt λ≤ ，                 (18) 

并且系数满足 

1
k

k kA A C αλ+ − ≤ ， ( )1
1

k
k kB B C αλ +
+ − ≤ ， ( )1

1
k

k kC C C α γλ + −
+ − ≤ ，                 (19) 

1
k

k kD D C αλ+ − ≤ ， ( )2
1

k
k kE E C αλ +
+ − ≤ ， ( )2

1
k

k kF F C α γλ −
+ − ≤ ，                 (20) 

( )
1 .k

k kG G C α γλ −
+ − ≤                                       (21) 

1) 当 0k = 时。取 ( )0 , , 0p x y t = ，那么 

1

2

1

1 d d 1
Q

u z t
Q

≤∫  

结果显然成立。 
2) 当 1k = 时。取 ( ) ( )1 , , , ,p x y t p x y t= ，这里的 ( ), ,p x y t 满足引理 2 的条件。那么 

( )2 2 21 d d
Q

u p z t
Q λ

α

λ

λ +− ≤∫  

结果亦成立。 
3) 假设 k k= 时成立。令 

( )
( )( ) ( )( )

( )

1 12 2

2

, , , ,
, ,

k kk k k k
k

k

u x y t p x y t
x y t

γ γ

α

λ λ λ λ λ λ
ω

λ

+ +

+

−
=  

那么计算得 
( )( )1 2, ,kk k

t k

f x y tγ

γ α

λ λ λ
ω ω

λ

+

− ∆ = ，
1

2

1

1 d d 1
Q

z t
Q

ω ≤∫ ， 

且 

( )( )
[ ]

( )
, ,1 1 2

12

2
1 2

2
2

1 0,0 ,

2

,0

, ,
.1 d d

kk k

kQ
C Q

f x y t
z t f

Q α αα
γ

γ

α

λ λ λ

λ
δ

+

+

≤ ≤∫  

由引理 2 知：存在一个二次多项式 kp 满足 0tp pγ− ∆ = 且 

( )2 2 21 d d
Q

p z t
Q λ

α

λ

ω λ +− ≤∫  

即 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
1

1

2
2 2 1 2

21

1 , , , , , , d d .
k

k

k k
k k kkQ

x y tu x y t p x y t p z t
Q λ

α α
γ

λ

λ λ
λ λλ+

+

+ + +
+

 − − ≤ 
 ∫  

取 

( ) ( ) ( )
( )

2
1 21

, , , , , ,k
k k k kk

x y tp x y t p x y t pα
γ

λ
λ λλ

+
+ +

 = +  
 

                       (22) 
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故对 1k + 的情况也成立。再由(22)式可得结论(17)~(21)亦成立。 
下面证明当 k →∞时， kA ， kB ， kC ， kD ， kE ， kF ， kG 收敛于 A，B，C，D，E，F，G，且 

( ) T 21, ,
2k k k k k k k kp x y t x A x B x C y D t E F y G xy= + + + + + +  

满足 
( )2k

kp p C αλ +− ≤ ， kx λ≤ ， ( )1ky γλ +≤ ， 2kt λ≤ ，                      (23) 

因为 1
k

k kA A C αλ+ − ≤ ，所以 
( )

( ) ( )

1
1 1

1 .
1

k m k
k m k k m k m k k

k m k

A A A A A A C C
CC

α α

α α α α
α

λ λ

λ λ λ λ
λ

+ −
+ + + − +

−

− ≤ − + + − ≤ + +

≤ + + ≤
−

 



 

由 Cauchy 收敛定理知，{ }kA 收敛，且 k
kA A C αλ− ≤ 。 

同理可得{ }kB ，{ }kC ，{ }kD ，{ }kE ，{ }kF ，{ }kG 收敛，并且 
( )1k

kB B C αλ +− ≤ ， ( )1k
kC C C α γλ + −− ≤ ， k

kD D C αλ− ≤ ， 

( )2k
kE E C αλ +− ≤ ， ( )2k

kF F C α γλ −− ≤ ， ( ) .k
kG G C α γλ −− ≤  

因此，对任意的 kx λ≤ ， ( )1ky γλ +≤ ， 2kt λ≤ ，有 
( ) ( )(

( ) ( ) ( ) )
( )

2 1 1

222

2 .

k

k

k

kk k
k

k k

p p C x x y t

y x y

C

α α γα α

α γ α γα

α

λ λ λ λ

λ λ λ

λ

+ + −

− −+

+

− ≤ + + +

+ + +

≤

 

最后，对任意的 ( ]0,1ρ ∈ ，一定存在非负整数 k，使得 +1k kλ ρ λ≤ ≤ 。因此，由(18)和(23)可得 

( )

( ) ( )
( )( ) ( )

1 1

2 2 1 2 2

2 2

2

2 2

2 2

12

2

1 2

1

2 d d 2 d d1 d d

2 d d 2 d d

2 d d 2 d d1

2 2 .

k k

k k

k k

k k

k kQ Q

Q

k kQ

k
m n

Q

k kQ Q

nm

u p z t p p z t
u p z t

Q Q Q

u

C C

p z t p p z t

Q Q

u p z t p p z t

Q Q

ρ ρ

ρ

λ λ

λ λ

ρ ρ ρ

λ λ

γ

λ λ

α α
γ α

λ

λ λ λ

ρ
λ

+ +

+ + +

+

+ + + +

− −
− ≤ +

− −
≤ +

− −
≤ ⋅ +

⋅ ⋅

+
≤ ⋅ ≤

∫ ∫
∫

∫ ∫

∫ ∫

 

结论得证。 

3.2. 远离 ( ){ }1, , : 0x y t Q x∈ = 区域估计 

上节得到了在区域 ( ){ }1, , : 0x y t Q x∈ = 附近的估计。接下来研究在 1Q ∗⊂ Ω 内任意一点的估计。 
定理 3：假设 0 0x ≠ 。设 u 为方程(2)的弱解，任意的正数α 满足 0 1α< < ，存在一个正常数 C，若

( )1+ 2
1f C Q

α αα
γ

∗∈
， ，

，那么存在多项式 
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( ) T 21, , ,
2

p x y t x Ax Bx Cy Dt E Fy Gxy= + + + + + +  

使得 

( )
( )

0 0 0

2 2 2
, ,

1 d d .
r

x y tQ
r

u p z t Cr
Q

α+− ≤∫  

其中 0 1r< < ，常数 C 与 [ ] ( )
, ,
1 2

1C Qf α αα
γ+

∗
和 ( )2

1L Qu 有关。 
证明：令 ( )0 0 0 0 1, ,Z x y t Q= ∈ 。由假设 0 0x ≠ 及定理 2 知，存在一个多项式 ( ) ( )0,0,0 , ,p x y t ，使得 

( )
( )2 2 2

0,0,0
1 d d .

Q
u p z t C

Q ρ

α

ρ

ρ +− ≤∫  

取 02 xρ = ，有 

( )
( )

2 0
0

2 2 2
00,0,0

2

1 d d .
xQ

x

u p z t C x
Q

α+− ≤∫  

令 

( ) ( )( )( )1 2
0 0 00,0,0

2
0

, ,
, , ,

u p x x x y x t
v x y t

x

γ

α

+

+

−
=                            (24) 

那么 

( )1 2
0 0 0

0

, ,
.t

f x x x y x t
v v

x

γ

γ α

+

− ∆ =  

算子 L 在区域
1 5 1 1, ,
4 4 2 2

Q    = × −      
内是一致抛物的，且当 , ~ 1x y 时， 2 2 2 2 2

1 ~ d d d dd s s t x y= − − ，

这表明我们可以在Minkowski度量下研究方程的正则性。根据二阶一致抛物方程经典的 2,C α 估计(见[12])，
可知存在一个二阶多项式 ( )1 , ,p x y t ，使得 

( ) ( )

0
0

2 22
1 1 0

1 d d ,
r xQ

r x

v p z t C r x
Q

α+
− ≤∫                              (25) 

其中
10
4

r< < 。 

再结合(24)和(25)，可以得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )

00
0

2

2 22
0 1 1 00,0,0 1 2

0 0 00

1 , , d d .
r xQ Z

r x

x y tu p x p z t C r x
x x xQ Z

αα
γ

++

+

 
 − − ≤
 
 

∫  

令 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

2
0 10,0,0, , 1 2

0 0 0

, , , , , , .x y t
x y tp x y t p x y t x p
x x x

α
γ

+

+

 
 = +
 
 

 

后面迭代过程与前文相同。 
至此我们分别得到了方程(2)在{ }0x = 附近区域和远离{ }0x = 的区域解的 Schauder 估计。 
综上所述，定理 1 得证。 
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