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摘  要 

该文研究了全空间中一类含Φ-Laplace算子和位势项的拟线性椭圆型方程解的存在性，利用Nehari流形

方法和纤维映射等技巧，得到方程至少有两个非平凡解。 
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Abstract 
The paper deals with the existence results of solutions to a quasilinear elliptic problem with 
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1. 引言 

我们将研究 N
 中的拟线性椭圆型方程 

( ) ( ) ( ) ( )1,, ,   Nu V x u u f x u u Wφ Φ
Φ−∆ + = ∈                             (1) 

非平凡解的存在性，其中 ( )( )divu u uφΦ∆ = ∇ ∇ 是Φ -Laplace 算子，并且 ( ) ( )
0

d
t

t s s sφΦ = ∫ ， t∈，

: Nf × →  是 Carathéodory 函数。 

拟线性椭圆型方程具有较强的物理背景，是非牛顿流体、等离子物理、图像处理等领域研究相关物

理现象的重要模型，见[1]和[2]。近些年来，在有界区域上讨论拟线性椭圆型方程的文章已有很多，如文

献[3]和[4]，研究了非线性项在不满足(AR)条件下，方程解的存在性和多重性问题。在文献[5]中，Carvalho
等利用 Nehari 方法和形变引理研究了下列问题的正负解和变号解的存在性。 

( )( ) ( ), ,   ,

0, .

div u u f x u x

u x

φ− ∇ ∇ = ∈Ω


= ∈∂Ω
                               (2) 

本文的结果是对前人研究成果的推广和完善。 
对函数 ( )xφ 、 ( )V x 和 ( ),f x t 做如下假设。函数 [ ) [ )( )2 0, , 0,Cφ ∈ +∞ +∞ ，并且满足下列条件： 

( )1φ  ( )t t tφ 在 ( )0,+∞ 是增函数； 
( )2φ  ( )

0
lim 0
t

t tφ
→

= ， ( )lim
t

t tφ
→∞

= ∞； 

( )3φ 对任意 0t > ，存在常数 ( ), 1,l m N∈ ，使得 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )0 0

1 2 : inf sup : 2 2
t t

t t t t t t
l m N

t t t t

φ φ

φ φ> >

′′ ′′
− < − = ≤ = − < −

′ ′
； 

( )4φ 存在 N-函数 

( ) ( )
0

d
t

t s sψΨ = ∫ ， 

其中 [ ) [ ): 0, 0,ψ ∞ → ∞ 是连续函数，且满足 

( )1a  ( )
( )

( )
( )

*

0 0
1 : inf sup :

t t

t t t t lNl m l m l
t t N l

ψ ψ
Ψ Ψ> >

< ≤ < = ≤ = < =
Ψ Ψ −

； 

( )1V  ( )NV C∈  ， 0 inf 0
N

V V= >


； 

( )2V 对所有的 0M > ， ( ]( )1 ,V Mµ − −∞ < ∞，其中 µ 为 N
 中的 Lebesgue 测度。 

假设 : Nf × →  是 Carathéodory 函数， ( ) ( )
0

, , d
t

F x t f x s s= ∫ ， t∈，此外，f 还满足以下条件： 

( )1f 存在常数 0C > ，使得 

( ) ( )( ), 1f x t C tψ≤ + ， t∈， Nx∈ ； 

( )2f  ( )
( )0

,
lim
t

f x t
t

λ
ψ→

< 对几乎所有的 Nx∈ 一致成立； 
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( )3f  
( )

2

,
m

f x t
t

t t− 在 { }\ 0 上单调递增； 

( )4f  
( )

2

,
lim mt

f x t

t t−→∞
= +∞对几乎所有的 Nx∈ 一致成立。 

注 1.1 在条件 ( )3φ 下，可以推出下面的不等式： 

( )
( )

( )
( )0 0

2 inf sup 2
t t

t t t t
l m

t t
φ φ
φ φ> >

′ ′
− ≤ ≤ ≤ − ，

( )
( )

( )
( )

2 2

0 0
1 : inf sup :

t t

t t t t
l m N

t t
φ φ

> >
< = ≤ = <

Φ Φ
。 

注 1.2 经验证，下列函数满足条件 ( ) ( )1 4-φ φ 和 ( ) ( )1 4-f f ： 

( ) ( )log 1at t tΦ = + ， ( ) ( )1
1 log 1

1

q
q tt qt t

t
ψ −= + +

+
， ( )

( )
( )

2

1

,0 1,
,

,1 .

t t
f x t

d t t

ψ

ψ

< <= 
< < ∞

 

与文献[5]相比，本文是在全空间中进行研究的，不满足 Orlicz-Sobolev 空间中的 Poincaré 不等式，

另外，本文中的非线性项不满足(AR)条件(见文献[6])，为了克服这些困难，采用 Nehari 方法，需要证明

Nehari 流形是 C1 的，再利用极小化方法得到解的存在性。 
本文的主要结果如下： 
定理 1.1 假设 ( ) ( )1 3-φ φ 、 ( ) ( )1 2-V V 和 ( ) ( )1 4-f f 成立，则问题(1)在 ( )1, N

VW Φ
 中存在非零基态解。 

定理 1.2 设 ( ) ( )1 4-φ φ 、( ) ( )1 2-V V 和 ( ) ( )1 4-f f 成立，则问题(1)至少有两个非平凡解 1u 和 2u ，且 1 0u ≥ ，

2 0u ≤ 。 

2. 预备知识和基本引理 

记 ( ) ( )( ){ }: , dL u u x xΦ

Ω
Ω = Ω→ Φ < ∞∫ 测是可 的 ，在 Luxemburg 范数 

( )
inf 0 | d 1

u x
u k x

kΦ Ω

   = > Φ ≤      
∫  

的意义下， ( )LΦ Ω 是一个 Banach 空间，通常称为 Orlicz 空间。Orlicz-Sobolev 空间 ( )1, NW Φ
 是

( )0
NC∞

 在范数
1 +u u u

Φ Φ
= ∇ 下的完备化。 

为了研究问题(1)，在假设 ( )1V ， ( )1φ 和 ( )3φ 成立的前提下，记 ( )1, N
VW Φ

 为 ( )1, NW Φ
 的子空间： 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1, 1, | N
N N

VW u W V x u xΦ Φ= ∈ Φ < ∞∫


  ， 

在 ( )1, N
VW Φ

 上定义范数 ,+ Vu u u
Φ Φ

= ∇ ，其中 

( )
( )

, inf 0 | d 1NV

u x
u k V x x

kΦ

   = > Φ ≤      
∫


。 

易知 ( )( )1, ,N
VW Φ ⋅ 是可分的、自反的 Banach 空间(见[7])。 

首先给出本文需要的几个基本引理。 
引理 2.1 [8]假设φ满足 ( ) ( )1 3-φ φ ，对 0t ≥ ，令 

( ) { }1 min , mt t tξ =  ， ( ) { }2 max , mt t tξ =  ， 

则对于任意 , 0tρ > ， ( )Nu LΦ∈  ，成立 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2t t tξ ρ ρ ξ ρΦ ≤ Φ ≤ Φ ， ( ) ( )( ) ( )1 2dNu u x x uξ ξ
Φ Φ

≤ Φ ≤∫


。 

引理 2.2 [9]假设 ( ) ( )1 3-φ φ 和 ( )1V 条件成立，则对任意 ( )1, N
Vu W Φ∈  ，有 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2, ,dNV Vu V x u x x uξ ξ
Φ Φ

≤ Φ ≤∫


， 

其中 ( )1 tξ 和 ( )2 tξ 由引理 2.1 中给出。 
引理 2.3 [8]假设 ( ) ( )1 3-φ φ 条件成立，对任意 , 0tρ > ， ( )Nu LΨ∈  ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2t t tξ ρ ρ ξ ρΨ ≤ Ψ ≤ Ψ ， ( ) ( )( ) ( )1 2dNu u x x uξ ξ
Ψ Ψ

≤ Ψ ≤∫


， 

其中 ( )1 tξ 和 ( )2 tξ 由引理 2.1 中给出。 
引理 2.4 [9]假设 ( ) ( )1 2-φ φ 、 ( )1V 和 ( )2V 条件成立，Ψ满足 

( )
( )0

lim
t

t
t→

Ψ
< +∞

Φ
，

( )
( )*

lim 0
t

t
t→+∞

Ψ
=

Φ
， 

那么 ( )1, N
VW Φ

 ↪↪ ( )NLΨ
 ，其中 ( )* tΦ 满足：当 0t ≥ 时， ( ) ( )

( )

1
1

+10
d

t

N N

s
t s

s

−
−
∗

Φ
Φ = ∫ ， 0t < 时，

( ) ( )* *t tΦ = Φ − 。特别地， ( )1, N
VW Φ

 ↪↪ ( )NLΦ  。 

问题(1)所对应的能量泛函为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )d , dN NI u u V x u x F x u x= Φ ∇ + Φ −∫ ∫
 

， ( )1, N
Vu W Φ∈  ，                (3) 

其中 ( ) ( )
0

, , d
t

F x t f x s s= ∫ ， s∈。易知 ( ) 1I u C∈ ，且对任意 ( )1, N
VWϕ Φ∈  ，成立 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), d , dN NI u u u V x u u x f x u xϕ φ ϕ φ ϕ ϕ′ = ∇ ∇ ∇ + −∫ ∫
 

。 

因此，寻找问题(1)的弱解等价于找泛函 I 的临界点。 
如果问题(1)的弱解存在，那么它一定属于 Nehari 流形 ： 

( ) { } ( ){ }1, \ 0 : , 0N
Vu W I u uΦ ′= ∈ = 。 

为探索泛函 I 在 Nehari 流形上的行为，我们将借助纤维映射进行分析。对 ( )1, N
Vu W Φ∈  ，定义纤 

维映射 ( ) ( ) ( ): 0uh t t I tu t→ > ： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )d , dN Nuh t t u V x t u x F x tu x= Φ ∇ + Φ −∫ ∫
 

。 

由 ( ) ( )1 3-φ φ 条件可得纤维映射 ( ) 2
uh t C∈ ，且 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 d , dN Nuh t t t u u V x t u u x f x tu u xφ φ′ = ∇ ∇ + −∫ ∫
 

， 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

3 2

3 2 2

d

d , d

N

N N

uh t t t u u t u u x

tV x t u u V x t u u x f x tu u x

φ φ

φ φ

′′ ′= ∇ ∇ + ∇ ∇

′ ′+ + −

∫
∫ ∫


 

。 

容易看出， ( ) { } ( ){ }1, \ 0 : 1 0N
V uu W hΦ ′= ∈ = ；若 u 是泛函 I 的局部极小(大)值，则 ( )uh t 在 1t = 处

取得局部极小(大)值；对 0t > ， tu∈ 当且仅当 ( ) 0uh t′ = 。 

3. 定理 1.1 的证明 

本节的主要工作是证明定理 1.1。 

https://doi.org/10.12677/pm.2021.114069
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引理 3.1 假设 ( )1f 和 ( )2f 成立，若在 ( )1, N
VW Φ

 中有 nu u ，则下列结论成立： 
(1) ( ) ( ), d , dN Nn nf x u u x f x u u x→∫ ∫

 

；(2) ( ) ( ), d , dN NnF x u x F x u x→∫ ∫
 

。 

证首先证明(1)。假设{ }nu 是 ( )1, N
VW Φ

 中的序列，满足 

nu u  (在 ( )1, N
VW Φ

 中)。 

根据引理 2.4，存在{ }nu 的一个子列(仍记为其本身)，使得 

nu u→  (在 ( )NLΨ
 中)。 

那么存在{ }nu 的一个子列(仍记为其本身)，以及函数 ( )Nh LΨ∈  ，使得 

nu u→  a.e. Nx∈ ， nu h≤  a.e. Nx∈ 。 

由 ( )1f 和 ( )1a 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, N
n n n n nf x u u C u C u u Ch C h h Ch Cm h Lψ ψ Ψ≤ + ≤ + ≤ + Ψ ∈  。 

由 Lebesgue 控制收敛定理，有 

( ) ( )lim , d , dN Nn nn
f x u u x f x u u x

→∞
=∫ ∫

 

。 

下面证明(2)。由 ( )2f 可得 

( )
( )

( )
( )0 0

, ,
lim lim
t t

F x t f x t
t t

λ
ψ→ →

= <
Ψ

。 

对任意 0ε > 充分小，存在 0δ > ，成立 

( )
( )
,F x t
t

λ ε< −
Ψ

， Nx∈ ， t δ< 。 

因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, N
n nF x u u h Lλ ε λ ε< − Ψ ≤ − Ψ ∈  。 

由 Lebesgue 控制收敛定理，有 ( ) ( )lim , d , dN Nnn
F x u x F x u x

→∞
=∫ ∫

 

。证毕。 

注 3.1 给定 0ε > 充分小，由 ( )1f 和 ( )2f 可知，存在常数 0Cε > ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ),f x t t C tελ ε ψ ψ≤ − + ， t∈， 

从而 

( ) ( ) ( ) ( ),F x t t C tελ ε≤ − Ψ + Ψ ， t∈。                            (4) 

由 ( )2f 和 ( )1a ，可得 

( )
( )0

,
limsup

t

f x t t
m

t
λ Ψ

→
<

Ψ
。                                    (5) 

再根据 ( )1f 和(5)可得 

( ) ( ) ( ) ( ),f x t t m t C tελ εΨ≤ − Ψ + Ψ ， t∈。                           (6) 

分别对(4)和(6)关于 x 在 N
 上积分，对 0ε > 充分小，存在 0Cε > ，使得对任意 ( )1, N

Vu W Φ∈  有 
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( ) ( ) ( ) ( ), d d dN N Nf x u u x m u x C u xελ εΨ≤ − Ψ + Ψ∫ ∫ ∫
  

， 

( ) ( ) ( ) ( ), d d dN N NF x u x u x C u xελ ε≤ − Ψ + Ψ∫ ∫ ∫
  

。 

利用引理 2.1 和引理 2.4，对 ( )1, N
Vu W Φ∈  ，有 

( ) ( ) { } { }, d max , max ,N
l m l mf x u u x m u u C u uελ ε Ψ Ψ Ψ Ψ

Ψ≤ − +∫


，                (7) 

( ) ( ) { } { }, d max , max ,N
l m l mF x u x u u C u uελ ε Ψ Ψ Ψ Ψ≤ − +∫



。                  (8) 

下面将研究纤维映射在无穷远处和原点附近的行为。 
引理 3.2 设 ( ) ( )1 3-φ φ 、 ( ) ( )1 2-V V 和 ( ) ( )1 4-f f 成立，对 ( ) { }1, \ 0N

Vu W Φ∈  ，则成立： 

(1) 
( )

10
lim 0u

mt

h t
t −→

′
> ，

( )
1lim u

mt

h t
t −→∞

′
= −∞；(2) 

( )
0

lim 0u
mt

h t
t→

> ，
( )

lim u
mt

h t
t→∞

= −∞。 

证 先证(1)。因为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 d , dN Nuh t t t u u V x t u u x f x tu u xφ φ′ = ∇ ∇ + −∫ ∫
 

， 

由注 1.1，引理 2.1 以及(7)可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) { }

2 2 d , d

d , d

d max ,

N N

N N

N

u

l mm

th t t u t u V x t u tu x f x tu tu x

l t u V x t u x f x tu tu x

lt u V x u x m C tu tuε

φ φ

λ ε Ψ Ψ
Ψ

′ = ∇ ∇ + −

≥ Φ ∇ + Φ −

≥ Φ ∇ + Φ − − +

∫ ∫
∫ ∫
∫

 

 



。 

对任意 ( ) { }1, \ 0N
Vu W Φ∈  ，当 0 1t< < 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
{ }

1

max ,
dN

l m

u
m m

tu tuh t
l u V x u x m C

t tελ ε
Ψ Ψ

Ψ−

′
≥ Φ ∇ + Φ − − +∫



。 

由于 m lΨ< ，于是
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 d 1N

u
m

h t
l u V x u x

t
ο−

′
≥ Φ ∇ + Φ +∫



，故
( )

10
lim 0u

mt

h t
t −→

′
> 。 

进一步，根据引理 2.1，当 1t > 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2 d , d

d , d

N N

N N

u

m

th t t u t u V x tu tu x f x tu tu x

mt u V x u x f x tu tu x

φ φ′ = ∇ ∇ + −

≤ Φ ∇ + Φ −

∫ ∫
∫ ∫

 

 

。 

所以
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

1d , dN N
u
m m

h t
m u V x u x f x tu tu x

t t−

′
≤ Φ ∇ + Φ −∫ ∫

 

。利用 ( )4f 可得 

( ) ( )
2

, ,
liminf d liminf dN N

m
m mt t

f x tu tu f x tu
x u x

t tu tu−→∞ →∞
= = +∞∫ ∫

 

。 

由 Fatou 引理，结合上式，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

,
lim d liminf dN N

u
m mt t

h t f x tu tu
m u V x u x x

t t−→∞ →∞

′
≤ Φ ∇ + Φ − = −∞∫ ∫

 

。 

结论(2)可以根据 L’Hospital 法则得到。证毕。 
引理 3.3 设 ( ) ( )1 3-φ φ 和 ( )1V 成立，则 

( ) ( ) ( ) ( )( )21, 2 dN
N

Vu W u u V x u u xφ φΦ∈ ∇ ∇ +∫


  
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和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )21, 2 dN
N

Vu W m u u u V x m u u u xφ φΦ∈ Φ ∇ − ∇ ∇ + Φ −∫


  

都是弱下半连续的。 
证 此引理的证明是初等的，此处从略。 

引理 3.4 假设 ( ) ( )1 3-φ φ 、 ( )2V 和 ( ) ( )1 4-f f 成立，那么对 ( ) { }1, \ 0N
Vu W Φ∈  ，存在唯一的 

( )max 0t u > ，使得 ( )maxt u u∈ ，并且对任意 u∈ ，有 ( ) 0I u > 。 
证设 ( ) { }1, \ 0N

Vu W Φ∈  ，根据引理 3.2 知，当 t 足够小， ( ) 0uh t′ > ；当 t 足够大， ( ) 0uh t′ < ，则 ( )uh t′

至少存在 ( ) ( )max 0,t u ∈ ∞ ，使得 ( )( )max 0uh t u′ = ，从而 ( )maxt u u∈ 。 
下面证明 ( )maxt u 是唯一的。事实上，由注 1.1，对任意 Nx∈ ， 0t > ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2

1 1

2d 0
d m m

u t u tu m t ut u tu u
t t t

φ φφ
− −

′∇ ∇ ∇ − − ∇ ∇ ∇ ∇
= ≤ 

 
。              (9) 

同理可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22

1 1

2d 0
d m m

u t u tu m V x t uV x t u tu
t t t

φ φφ
− −

′ − − 
= ≤ 

 
。                (10) 

由 ( ) ( ) ,uh t I tu u′ ′= ，结合(3.6)、(3.7)和 ( )3f ，对任意 0t > ， ( ) { }1, \ 0N
Vu W Φ∈  ， 

( ) ( )
1 2

,d d d 0
d dN

mu
m m

h t f x tu
u x

t tt tu tu− −

′   
≤ − <       
∫


。                         (11) 

因此，
( )

1
u
m

h t
t

t −

′
 在 ( )0,∞ 上是递减函数，从而 ( )uh t′ 有唯一的极大值点 ( )max 0t u > ，并且 

( )maxt u u∈ ，由(11)式可知，对任意 ( ) { }1, \ 0N
Vu W Φ∈  ， 0t > ，有 ( ) 0uh t′′ < 。根据引理 3.2(1)知

( )( )max 0h t u > ，故 ( )( )max 0I t u u > 。因为 u∈ 当且仅当 ( )max 1t u = ，故对任意 u∈ ，有 ( ) 0I u > 。

证毕。 
引理 3.5 设 ( ) ( )1 3-φ φ 和 ( )2V 成立，定义 ( )1,: N

VJ W Φ →  ： 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 dNJ u u u V x u u xφ φ= ∇ ∇ +∫


， 

则 ( )J u 是 1C 的，且 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 2 d 2 dN NJ u v u u u u v x V x u u u uv xφ φ φ φ′ ′ ′= ∇ + ∇ ∇ ∇ ∇ + +∫ ∫
 

， ( )1,, N
Vu v W Φ∈  。 

证 此证明是基本的，这里略去。 
引理 3.6 设 ( ) ( )1 3-φ φ 、( )2V 和 ( ) ( )1 4-f f 成立，那么 是 ( )1, N

VW Φ  的 1C 子流形，并且泛函 I 在
的临界点是 I 在 ( )1, N

VW Φ  上的临界点。 
证 由 ( )uh t 的定义知，对 ( ) { }1, \ 0N

Vu W Φ∈  ， ( ) ( ) ,uh t I tu u′ ′= 。定义函数 ( ) ( ): ,G u I u u′= ，根据

引理 3.5，对任意 ( ) { }1, \ 0N
Vu W Φ∈  ，知 1G C∈ 。由引理 3.4 的证明过程可得， ( )uh t 在 1t = 处取得全局

极大值，且当 0t > 时，对任意 ( ) { }1, \ 0N
Vu W Φ∈  ，有 ( ) 0uh t′′ < ，因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 1 0uG u I u u u I u u h′ ′′ ′ ′′= ⋅ + = < ， u∀ ∈ 。 

因为 ( )1 0G−= ，且 0 是 ( )G u 的正则值，所以 是 ( )1, N
VW Φ  的 1C 子流形。 

不失一般性，假设 0u 是 I 在 中的局部极小值点，那么 0u 也是下列极小化问题的解 
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( )
( )

min

0

I u

h u




=
。 

因此，由 Lagrange 乘数定理，存在 Lagrange 乘子 1µ ∈，使得 

( ) ( )0 1 0I u G uµ′ ′= 。 

于是 

( ) ( )0 0 1 0 0, , 0I u u G u uµ′ ′= = 。 

由于 

( ) ( )0 0, 1 0uG u u h′ ′′= < ， 0u M∀ ∈ 。 

所以 0µ = ，从而 ( )0 0I u′ = ，故 0u 是 I 的极小值点。证毕。 
引理 3.7 设 ( ) ( )1 3-φ φ 、( )2V 和 ( ) ( )1 4-f f 成立，那么存在常数 0C > ，使得对任意 u∈ ，有 u C> 。 

证 反证。假设存在{ }nu ⊂ ，对任意整数 1n ≥ ，有
1

nu
n

≤ 。给定 0ε > ，由(3.4)知，存在 0Cε > ，

使得 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) { } { }
{ } { }

2 2

1 2

d

1 d

1 , d

1 d d

1 max , max ,

max , max ,

N

N

N

N N

n n

n n n n

n n

n n

l m l m
n n n n

l m l m
n n n n

u V x u x

u u V x u u x
l

f x u u x
l

C
m u x u x

l l
C

m u u u u
l l

C u u C u u

ε

ε

φ φ

λ ε

λ ε Ψ Ψ Ψ Ψ

Ψ Ψ Ψ Ψ

Ψ

Ψ

Φ ∇ + Φ

≤ ∇ ∇ +

=

≤ − Ψ + Ψ

≤ − +

= +

∫

∫

∫

∫ ∫







 

 

不妨假设
,n n Vu u

Φ Φ
∇ ≥ ，则有

1
2n nu u

Φ
∇ ≥ ， 1,2,n = 

，因此 

( ) ( ) ( )( )

{ } { }
d

1 1min , min ,
2 2

N n n

m m
l m l m m

n n n n n

u V x u x

u u u u u
Φ Φ

Φ ∇ + Φ

   ≥ ∇ ∇ ≥ =   
   

∫


 

所以 

( ) ( ) ( )( ) 2 3
1 d
2 N

m
m l l l

n n n n n nu u V x u x C u C u C uΨ Ψ Ψ  ≤ Φ ∇ + Φ ≤ + ≤ 
  ∫



， 

其中 1C 、 2C 和 3C 是大于 0 的常数，进一步有 31 l m
nC u Ψ −< 。由于 l mΨ > 。两边取极限，当 n →∞  

时，上式与
1

nu
n

≤ 相矛盾，所以 Nehari 流形中元素的范数有正下界。证毕。 

令 ( )inf
u

C I u
∈

= 
，首先证明 I 的任何极小化序列在 ( )1, N

VW Φ
 上是有界的。 

引理 3.8 假设 ( ) ( )1 3-φ φ 、( ) ( )1 2-V V 和 ( ) ( )1 4-f f 成立，设{ }nu 是泛函 I 在 Nehari 流形 中的极小化

序列，那么{ }nu 在 ( )1, N
VW Φ

 中有界。 
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证反证。如果{ }nu 在 ( )1, N
VW Φ

 中无界，则存在子序列(仍记为其本身)，使得 

lim nn
u

→∞
= ∞，且 1nu > ， n N∀ ∈ 。 

因为{ }nu ⊂ 是 ( )I u 的极小化序列，故 ( ) ( )lim infnn u
I u I u

→∞ ∈
=


，且 

( ) ( )1n
nm

n

I u

u
ο= 。 

令 n
n

n

u
v

u
= ， 1,2,n = 

，则{ } ( )1, N
n Vv W Φ⊂  ，且 1nv = ， n N∀ ∈ 。因此存在 ( )1, N

VW Φ
 中的元素

v，使得 nv v  (在 ( )1, N
VW Φ

 中)。 

我们断言 0v ≠ 。事实上，假设 0v ≡ ，因为{ }nu ⊂ ，则 

( ) ( )
0

maxn nt
I u I tu

>
= ， n N∀ ∈ 。 

设常数 0z > ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 d , dN NM n n n n nC I zv z v V x z v x F x zv xο+ ≥ = Φ ∇ + Φ −∫ ∫
 

。 

由于在 ( )1, N
VW Φ

 中有 0nv  ，根据引理 3.1(2)知 ( ), d 0N nF x zv x →∫


。不妨假设
,n n Vv v

Φ Φ
∇ ≥ ，

则有
1
2n nv v

Φ
∇ ≥ ， 1,2,n = 

。由引理 2.1 和引理 2.2，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

{ } { } ( )

{ } ( )

( )

, ,

1 d 1

min , min , 1

min , 1

1 1min , 1
2 2

NM n n n n n

l m l m
n n n n nV V

l m
n n n

l m

n n n

C I u z v V x z v x

z v z v zv zv

z v z v

zv zv

ο ο

ο

ο

ο

Φ Φ Φ Φ

Φ Φ

+ = ≥ Φ ∇ + Φ +

≥ ∇ ∇ + +

≥ ∇ ∇ +

  ≥ + 
  

∫


 

对上述不等式两边取极限，则
1 1min ,
2 2

l m

C z z
     ≥     
     

 ， 0z > 。得到矛盾，故 0v ≠ 。 

令 n →∞，由引理 2.1， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

{ } { } ( )

( )
( ) ( )

, ,

,

, 1d d 1

d 1

max , max , 1

1

1 1 1

N N

N

n
n n nm m

n n

n n n

l m l m
n n n n nV V

l l
n n nV

n n n

F x u
x u V x u x

u u

v V x v x

v v v v

v v

v

ο

ο

ο

ο

ο ο

Φ Φ Φ Φ

Φ Φ

= Φ ∇ + Φ +

≤ Φ ∇ + Φ +

≤ ∇ ∇ + +

= ∇ + +

≤ + = +

∫ ∫

∫

 



 

得到 

( ),
limsup d 1N

n
m

n n

F x u
x

u→∞
≤∫



。 

另一方面，根据 Fatou 引理和 ( )4f ，注意到 0v ≠ ，则 
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( ) ( ) ( ), , ,
liminf d liminf d liminf dN N N

mn n n
nm m mn n n

n n n

F x u F x u F x u
x x v x

u u u→∞ →∞ →∞
≥ = = +∞∫ ∫ ∫

  

， 

矛盾，因此{ }nu 在 ( )1, N
VW Φ

 中有界。证毕。 
引理 3.9 设 ( ) ( )1 3-φ φ 、 ( ) ( )1 2-V V 和 ( ) ( )1 4-f f 成立，则存在 u∈ ，使得 ( ) 0C I u= > 。 
证设 { }nu 是泛函 I 在 中的极小化序列，由引理 3.8， { }nu 在 ( )1, N

VW Φ
 中有界，从而存在

( )1, N
Vu W Φ∈  ，使得 nu u  (在 ( )1, N

VW Φ
 中)。 

易见 0u ≡/ 。事实上，假设 0u ≡ ，对{ }nu ⊂ ，有 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( )

2 2

0 d

1 d

1 , d

N

N

N

n n

n n n n

n n

u V x u x

u u V x u u x
l

f x u u x
l

φ φ

≤ Φ ∇ + Φ

≤ ∇ ∇ +

=

∫

∫

∫







                           (12) 

根据引理 3.1(1)可得 ( ) ( ), d 1N n n nf x u u x ο=∫


，结合 12(3.9)式，则有 0nu →  ( n →∞ )，这与引理 3.7 
中的结论 u C> 相矛盾，故 0u ≡/ 。 
由引理 3.3(1)和引理 3.1(2)知， ( ) ( )1, ,N

Vu W I u uΦ ′∈   是弱下半连续的，故 

( ) ( ), liminf , 0n nn
I u u I u u

→∞
′ ′≤ = 。 

从而 ( ) ( )1 , 0uh I u u′ ′= ≤ ，根据引理 3.4 及其证明过程知，存在 ( ]0,1t∈ 使得 ( ) 0uh tu′ = ，故 tu∈ 。 
我们断言当 1t = 时， u∈ 。反证。假设 ( )0,1t∈ ，则 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 2 2

1 ,

1 1 d

1 , , d

N

N

C I tu I tu I tu tu
m

t u t u t u V x t u V x t u t u x
m m

f x tu tu F x tu x
m

φ φ

′≤ = −

 = Φ ∇ − ∇ ∇ + Φ − 
 
 + − 
 

∫

∫







            (13) 

由 ( )1f 可得 

( ) ( ) ( )
1

,d 1 d, , 0
d d

m

m

f x ttf x t t F x t
t m m t t −

   − = ⋅ >   
    

， 

故对任意 Nx∈ ， ( ) ( )1 , ,t f x t t F x t
m

− 在 ( )0,∞ 上递增。利用 ( )3φ ，通过简单计算可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 21 1t t u t u t u V x t u V x t u t u
m m
φ φΦ ∇ − ∇ ∇ + Φ −  

在 ( )0,∞ 上递增。由(12)和(13)可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

1 d

1 d

1 , , d

N

N

N

M R

R

C u u u x
m

V x u V x u u x
m

f x u u F x u x
m

φ

φ

 < Φ ∇ − ∇ ∇ 
 
 + Φ − 
 
 + − 
 

∫

∫

∫

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根据引理 3.3(2)和引理 3.1， 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

1lim d

1 d

1 , , d

1lim

N

N

N

M n n nRn

n n nR

n n n

n n n Mn

C u u u x
m

V x u V x u u x
m

f x u u F x u x
m

I u I u u C
m

φ

φ

→∞

→∞

 < Φ ∇ − ∇ ∇ 
 

 + Φ − 
 
 + − 
 
 ′= − = 
 

∫

∫

∫


 

上式是一个矛盾的结论，故 1t = ，且 u∈ 。证毕。 
定理 1.1的证明 设{ }nu 是泛函在流形 中的极小化序列，由引理 3.8 知，存在流形 中的元素 u，

使得 nu u 。由引理 2.4 可得在 ( )NLΦ  中有 nu u→ 。 
下面的证明分为两步：第一步证明在 ( )1, N

VW Φ
 中有 nu u→ ；第二步证明 u 是泛函 I 在 ( )1, N

VW Φ
 中

的临界点。 
第一步：反证。存在 1 0δ > ，使得 

( ) ( ) ( )( ) 1liminf d 0N n nn
u u V x u u x δ

→∞
Φ ∇ −∇ + Φ − ≥ >∫



。                    (14) 

根据 Brezis-Lieb 引理(见文献[10])有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )

liminf ( ) d

d

N

N

n n n nn
u u u V x u u u x

u V x u x
→∞

Φ ∇ −Φ ∇ −∇ + Φ −Φ −

= Φ + Φ

∫
∫





。              (15) 

由(14)和(15)可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1d lim d

lim d

N N

N

n nn

n nn

u V x u x u V x u x

u V x u x

δ
→∞

→∞

Φ ∇ + Φ ≤ Φ ∇ + Φ −

< Φ ∇ + Φ

∫ ∫
∫

 



。 

再根据 Lebesgue 控制收敛定理，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( )lim lim d , dN Nn n n nn n
C I u u V x u x F x u x I u

→∞ →∞
= = Φ ∇ + Φ − >∫ ∫

 

 。 

上式是一个矛盾结论，故在 ( )1, N
VW Φ

 中有 nu u→ 。 
第二步：因为 ( ) 1I u C∈ ，故 ( ) ( )nI u I u′ ′→ 。根据引理 3.9 知， u∈ ，且 

( ) ( )min 0
u

C I u I u
∈

= = > 
。 

由引理 3.6 可得 是 ( )1, N
VW Φ

 的 1C 的子流形，故 u 是泛函 I 在流形 中的临界点，从而 u 是泛

函 I 在 ( )1, N
VW Φ

 中的临界点。 

4. 定理 1.2 的证明 

考虑截断函数 : Nf± × →  ， 

( ) ( ), , 0,
,

0, 0,
f x t t

f x t
t+

 ≥= 
<

 ( ) ( ), , 0,
,

0, 0,
f x t t

f x t
t−

 ≤= 
>

 

显然 f± 都是连续的，那么对应的能量泛函为 ( )1,: N
VI W Φ

± → ， 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )d , dN NI u u V x u x F x u x± ±= Φ ∇ + Φ −∫ ∫
 

， ( )1, N
Vu W Φ∈  ， 

其中 ( ) ( )
0

, , d
t

F x t f x s s± ±= ∫ ， Nx∈ ， t∈。与 f+ 和 f− 相对应的 Nehari 流形分别为 

( ) { } ( ){ }1, \ 0 : , 0N
Vu W I u u+ Φ

+′= ∈ = ； 

( ) { } ( ){ }1, \ 0 : , 0N
Vu W I u u− Φ

−′= ∈ = 。 

由引理 3.7 可知， ± 是 1C 的子流形，并且 ± 中的元素的范数有正下界，此外 ( )inf
w

c I w
±

±
±

∈
=


是

泛函 I± 的临界值，故泛函 I 有两个临界点 ( ) { }1,
1 2, \ 0N

Vu u W Φ∈  ，使得 

( )1 0I u c+
+ = > ， ( )2 0I u c−

− = > 。 

给定 ( ) { }1, \ 0N
Vu W Φ∈  ，令 { }max ,0u u+ = ， { }min ,0u u− = ，因此 u u u+ −= + 。取 1u− 作为测试函数，

则有 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( )

1 1

2 2
1 1 1 1

1 1

0 d

1 d

1 , d 0

N

N

N

u V x u x

u u V x u u x
l

f x u u x
l

φ φ

− −

− − − −

−

≤ Φ ∇ + Φ

≤ ∇ ∇ +

= =

∫

∫

∫







                          (16) 

由(16)知 1 0u− ≡ ，故 1 0u ≥ 且 1 0u ≡/ ，同理可得 2 0u ≤ 且 2 0u ≡/ 。证毕。 
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