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摘  要 

令G为简单连通图，DG为其double图，称图G的随机游走从点u首次到达点v所需步数的期望值为点u到点

v的撞击时间的期望值。本文给出了DG和G中任意两点撞击时间的期望值之间的关系。 
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Abstract 
Let G be a simple connected graph and let DG be its double graph. The expected hitting time from 
vertices u to v is the expected value of the minimum number of jumps the random walk needs 
from u to v. In this paper, a relation for the expected hitting time between any two vertices of DG 
and G is displayed. 
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1. 引言 

令 ( ),G GG V E= 为简单连通图。顶点 v 的邻域表示 G 中与 v 相邻的顶点的集合，记为 ( )GN v 。v 的度

定义为 ( )GN v 的元素个数，记为 ( ) ( )G Gd v N v= 。G 的邻接矩阵 A(G)是如下的 0~1 方阵：如果 u 和 v 相

邻，则它的(u, v)元为1，否则为0。D(G)为G的度对角矩阵。G的Laplacian矩阵定义为 ( ) ( ) ( )L G D G A G= − 。 
对于图 G 而言，如果它的一个简单的随机游走满足从当前的一个顶点 u 以 ( )1 Gd u 的概率到达它的

下一个邻点 v，则该简单随机游走构成一个马尔可夫链。点 u 到点 v 的撞击时间的期望值定义为 G 的所

有马尔科夫链中从点 u 首次到达点 v 所经过的步数的期望值，记为 ( ),GH u v 。随机游走的撞击时间的期

望值是一个很重要的图参数[1] [2]并已被广泛研究[3] [4] [5] [6]。通常，很难从其定义中给出两个给定顶

点之间的撞击时间的期望值的表达式，尤其是在复杂的网络结构的情况下。计算撞击时间的期望值的一

项非凡成就归功于[7]，他根据正则 Laplacian 特征值及其对应的特征向量给出了一个公式(请参见下面的

引理 2.1)。因此，获得正则 Laplacian 特征值及其对应的特征向量是计算撞击时间的期望值的最有效方法

之一。但是，对于一般图要给出正则 Laplacian 特征值及其对应的特征向量非常困难。然后，许多研究人

员试图研究一些特殊类别的图，例如参见[8] [9] [10]。 
令 G 是顶点集为 { }1 2, , ,G nV v v v=  的图。取 G 的一个复制，其对应顶点集记为{ }1 2, , , nv v v′ ′ ′

 ，对每

个 i，令 iv′与 ( )G iN v 中所有点相连接，我们将所得的图称为 G 的 double 图，记为 DG，显然 2
GD GV V= 和

4
GD GE E= 。有关 double 图的更多性质和应用，请参考[11] [12] [13]。本文主要结论如下： 
定理 1.1 设 G 为边数为 m 的连通图， { }1 2, , ,G nV v v v=  。令 DG 为 G 的 double 图， 

{ }1 2 1 2, , , , , , ,
GD n nV v v v v v v′ ′ ′=   ，其中 iv′对应于 ,1iv i n≤ ≤ ，则 

1) ( ) ( ) ( ) ( ) { }2, , , , , 1, 2, ,
G GD i j D i j G i j

G j

mH v v H v v H v v i j n
d v

′ ′= = + ∈  ； 

2) ( ) ( ) ( )
4, , ,1

G GD i i D i i
G i

mH v v H v v i n
d v

′ ′= = ≤ ≤ ； 

3) ( ) ( ) ( ) ( ) { }2, , , , , 1, 2, ,
G GD i j D i j G i j

G j

mH v v H v v H v v i j n
d v

′ ′= = + ∈  。 

2. 预备知识 

在本节，我们给出一些基本定义和相关引理，这些结果将用于证明我们的主要结论。给定一个连通

图 G，G 的 Randić矩阵[14]定义为 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 .R G D G A G D G− −=                                (2.1) 

设 1 2 3 nλ λ λ λ≥ ≥ ≥ ≥ 为 ( )R G 的全部特征值， 1 2, , , nx x x 为相应的两两正交的单位特征向量，则由文献

[15]， 1 21, 1λ λ= < 当且仅当 G 是连通图。设 ( )1 2, , , nU x x x=  ，则 U 是正交矩阵，即 

1 1

1, ;
0, .

n n

ik jk ki kj
k k

i j
x x x x

i j= =

=
= =  ≠

∑ ∑                                (2.2) 

设 ( )1 2, , , t
i i i inx x x x=  ，其中 t 表示转置，则容易得到 
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( ) ( ) ( )( )1 1 22 , 2 , , 2 .
t

G G G nx d v m d v m d v m=                         (2.3) 

1993 年，Lovász [7]给出了关于撞击时间的期望的公式，如下所示： 
引理 2.1 ([7])设 G 为具有 m 条边的 n 阶图，则对于任意 ,i j Gv v V∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

1, 2 .
1

n
kj ki kj

G i j
k k G j G i G j

x x x
H v v m

d v d v d vλ=

 
 = − −
  

∑  

给定一个连通图 G，其中 ,G GV n E m= = ，则 2 , 4
G GD DV n E m= = ，我们有 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
2 0

, .
0 2G G

A G A G D G
A D D D

A G A G D G
   

= =   
   

 

再由(2.1)得出 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 10 0
2 2

1 10 0
2 2

1
2

G G G GR D D D A D D D

D G D G
A G A G
A G A GD G D G

R G R G
R G R G

− −

− −

− −

=

   
       =  
    
   
   
 

=  
 

         (2.4) 

接下来，我们求出 ( )GR D 的特征值和相应的正交特征向量，如下所示： 
引理 2.2 设 G 为具有 m 条边的 n 阶图， 1 21 1nλ λ λ= ≥ ≥ ≥ ≥ − 为 ( )R G 的特征值， 1 2, , , nx x x 为相

应的正交特征向量，则 ( )GR D 的特征值和相应的正交特征向量如下： 
1) 特征值 1 的重数为 1 及其相应的特征向量为 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 14 , , 4 , 4 , , 4 ;
t

G G n G G nd v m d v m d v m d v m   

2) 特征值 0 的重数为 n 及其相应的特征向量为 

1
2

i

i

x
x

 
 − 

 

其中 1, 2, ,i n=  。 
3) ( )2,3, ,k k nλ =  为 ( )GR D 的特征值，其相应的特征向量为 

1 .
2

k

k

x
x

 
 
 

 

证明：1) 因为 4
GDE m= ， , , 1, 2, ,

Gii Dvv V i n′∀ ⊆ =  。 ( ) ( ) ( )2
G GD i D i G ivd v d d v′= = ，则由(2.3)得出：

特征值 1 相应的特征向量为 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 14 , , 4 , 4 , , 4 .
t

G G n G G nd v m d v m d v m d v m   

2) 由(2.4)，我们有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 0.
2

i i
G

i i

x xR G R G
R D

x xR G R G
    

= =    − −    
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进而， 

2, ;
2

0, .

t
ji t

i j
ji

xx i j
x x

xx i j
  =  

= =    −− ≠   
 

因此，0 为 ( )GR D 的特征值，
1 , 1,2, ,
2

i

i

x
i n

x
 

= − 
 为相应的单位特征向量。 

3) 由(2.4)，我们有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 .
2

k k k
G k

k k k

x x xR G R G
R D

x x xR G R G
λ

      
= =      

      
 

另外， 

2, ;
2

0, .

t
jk t

i j
jk

xx k j
k x

xx k j
  =  

= =    ≠   
 

因此， kλ 为 ( )GR D 的特征值，
1 , 2,3, ,
2

k

k

x
k n

x
 

= 
 

 为相应的单位特征向量。 

3. 定理 1.1 的证明 

在本节，我们根据引理 2.1 和引理 2.2 给出定理 1.1 的证明。 
证明：1) 回顾： 4 4

GD GE E m= = ，由引理 2.1 和引理 2.2，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 1

2

2

1, 8
1 4 44 4

1 2 22 ( ,
1 4 4

G

n n
kj ki kj kj ki kj

D i j
k kk G j G jG i G j G i G j

n
kj ki kj

G i j
k k G j G j G jG i G j

x x x x x x
H v v m

d v d vd v d v d v d v

x x x m mm H v v
d v d v d vd v d v

λ

λ

= =

=

    
    = − + −    −         

 
 = − + = + −  
 

∑ ∑

∑

      (3.1) 

其中 i j≠ ，由(2.2)可得(3.1)中等号成立。由 DG 的对称性， ( ) ( ) ( )
, 2,

GD G ij
G j

jiv
d

H H vv
v

mv′ = +′ ，其中 i j≠ 。 

2) 由引理 2.1、引理 2.2 和(2.2)可得： 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1

4, 8 .
4 4G

n
ki ki

D i
k G i G i i

i
G

x x mH v m
d v d

v
v d v=

 
= + = ′  

 
∑  

由 DG 的对称性， ( ) ( )
4,

GD i
G i

i
mH v

d v
v′ = ，其中1 i n≤ ≤ 。 

3) 再由引理 2.1、引理 2.2 和(2.2)，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 1

2

2

1, 8
1 4 44 4

1 2 22 ,
1

G

n n
kj ki kj kj ki kj

D i j
k kk G j G jG i G j G i G j

n
kj ki kj

G i j
k k G j G j G jG i G j

x x x x x x
H v v m

d v d vd v d v d v d v

x x x m mm H v v
d v d v d vd v d v

λ

λ

= =

=

    
    ′ = − + +    −         

 
 = − + = + −  
 

∑ ∑

∑
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其中 i j≠ ，由 DG 的对称性， ( ) ( ) ( )
, 2,

GD G ij
G j

jiv
d

H H vv
v

mv′ = +′ ，其中 i j≠ 。 
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