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Abstract

In this paper, we mainly study the energy conservation for the weak solutions to

the three-dimensional incompressible magnetohydrodynamic equations of viscous non-

resistive fluids in a bounded domain. To get energy conservation, we first use the global

mollification method to the equation, next take cut-off function, then get the limit of

δ, ε, τ . We propose a condition for (u,b, P ): u ∈ LptLqx , b ∈ L4
t L

4
x , ∇b ∈ L2

t L
2
x and P ∈

L2
t L

2
x.
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1. ïÄ�µ9Ì�(Ø

n�Ø�Ø Ã^ÑÑMHD�§

divu = 0,

ut + div(u⊗ u) +∇P = (∇× b)× b + µ∆u,

bt −∇× (u× b) = 0,

divb = 0,

(1.1)

Ù¥, u = (u1, u2, u3)(x, t)L«6N��Ý, b = (b1, b2, b3)(x, t)L«^|, P = P (x, t)L«Øå.

�©�Ä�´þãn�Ø�Ø Ã^ÑÑMHD�§|(1.1)3k.m«� Ω ⊂ R3äkeã>�^

�

u |∂Ω= 0, (1.2)
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�<

ÚÐ�^�

u(x, 0) = u0(x), b(x, 0) = b0(x), x ∈ Ω. (1.3)

�f)�UþÅð¯K.

½Â 1.1. éu�½� T > 0, eÐ�÷v u0, b0 ∈ L2(Ω), XJk±eA:¤á

• ¯K (1.1)-(1.3)3�m D′(Ω× [0, T ))¥¤á�÷v

u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),

u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

b ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),

P ∈ L∞(0, T ;L1
loc(Ω));

(1.4)

• é?¿ ϕ ∈ C∞0
(
Ω× [0, T )

)
∫ T

0

∫
Ω

(
u · ϕt + u⊗ u : ∇ϕ+ Pdivϕ− b⊗ b : ∇ϕ+

|b|2

2
divϕ− µ∇u : ∇ϕ

)
dxdt

+

∫
Ω

u0(x)ϕ(x, 0)dx = 0;

• eãUþØ�ªéA�¤k� t ∈ [0, T ]¤á∫
Ω

(
1

2
|u|2 +

1

2
|b|2)dx+

∫ t

0

∫
Ω

µ|∇u|2dxds

≤
∫

Ω

(
1

2
|u0|2 +

1

2
|b0|2)dx;

(1.5)

K¡ (u,b, P )´¯K(1.1)-(1.3)3 Ω× [0, T ]þ���f).

¯¢þ, XJ)¿©1w, 'Xr)½ö²;), ¬keãUþ�ª¤á∫
Ω

(
1

2
|u|2 +

1

2
|b|2)dx+

∫ t

0

∫
Ω

µ|∇u|2dxds

=

∫
Ω

(
1

2
|u0|2 +

1

2
|b0|2)dx.

(1.6)

3¯K (1.1)¥, � b = 0 , KT¯K=z¤Ø�Ø � Navier-Stokes�§3k.�þ�Uþ

Åð¯K, T¯K®3©Ù [1] �N¹¥�Ñ
�Y. É©Ù [1] éu, ·�ïÄØ�Ø Ã^Ñ

ÑMHD �§3k.�þ�UþÅð¯K.

�©�Ì�(JXe:
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½n 1.1. - Ω´k.m8, >. ∂Ω÷v C11w5^�. b�u(x, 0) = u0(x), div u0 = 0 3�mD′(Ω)¥¤á;

b(x, 0) = b0(x), div b0 = 0 3�mD′(Ω)¥¤á.
(1.7)

P (u,b, P )´�§|÷v½Â 1.1.�f). XJ

P ∈ L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
, (1.8)

u ∈ Lp(0, T ;Lq(Ω)), p ≥ 4, q ≥ 6, (1.9)

�

b ∈ L4
(
0, T ;L4(Ω)

)
, ∇b ∈ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
, (1.10)

Ké?¿ t ∈ [0, T ] , Uþ�ª (1.6)¤á.

2. PÒ`²9~^Ún

Ún 2.1.(Hardy.i\Ø�ª [2]) XJf ∈W 1,p
0 (Ω), p ∈ [1,∞), ��3��~ê C = C(p,Ω)

� pÚ Ωk', @o ∥∥∥∥ f(x)

dist(x, ∂Ω)

∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤ C‖f‖W 1,p
0 (Ω).

e¡Ú\��1k'�PÒÚ(Ø, ë�Chen-Liang-Wang-Xu�©Ù [1]ÚEvans�Ö [3].

é?¿� (x, t) ∈ Ω
′ × (ε, T − ε) , Ù¥ Ω

′ ⊂⊂ Ω , ½ÂòÈ

uε(x, t) =

∫ T

0

∫
Ω

u(y, s)ηε(x− y, t− s)dyds, ηε(x, t) =
1

ε4
η(
x

ε
,
t

ε
), (2.1)

ùp η(x, t)´|83ü ¥þ�IO�1Ø.

·K 2.1. 3�m Lqloc
(
0, T ;W 1,p(Ω

′
)
)
¥, � ε→ 0�k

uε(x, t)→ u(x, t), ∀p, q ∈ [1,+∞). (2.2)

du ∂Ω ∈ C1, é�½�: x1 ∈ ∂Ω,�3¢ê r1 > 0 9¼ê h : R2 → R P V1 = Ω ∩
B(x1,

r1
2

) = {x ∈ B(x1, r1) : x3 > h(x1, x2)} éu��é���ê ε, 0 < ε < r1
8

. ½Â²£:

xε1 := x−ε~n(x1), ∀x ∈ V1,Ù¥ ~n(x1)´ ∂Ω3: x1?�ü 	{�þ,KB(xε, ε) ⊂ B(x1, r1)∩Ω.

½Â²£¼ê

ũ1(x, t) = u(xε1, t), ∀x ∈ V1.
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�<

é?¿� (x, t) ∈ V1 × (ε, T − ε)� V1 := B(x1,
r1
2

+ 2ε) ∩ Ω, k

ũε1(x, t) =

∫ T

0

∫
V1

ũ(y, s)ηε(x− y, t− s)dyds

=

∫ T

0

∫
V1−ε~n(x1)

u(y, s)ηε(x
ε − y, t− s)dyds.

(2.3)

·K 2.2. 3�m Lqloc
(
0, T ;W 1,p(V1)

)
¥, � ε→ 0�k

ũε1(x, t)→ u(x, t), ∀p, q ∈ [1,+∞).

du ∂Ω�;5, ∂Ω�mCXUé�k�fCX, =Ué�k��: xi ∈ ∂Ω , �» ri > 09

éA�8Ü Vi = Ω ∩B(xi,
ri
2

), i ∈ {1, 2, ..., k}, ¦� ∂Ω ⊂
⋃k
i=1 Vi� ũεi ∈ C∞

(
Vi). �3 V0 ⊂⊂ Ω ,

¦� Ω ⊂
⋃k
i=0 Vi.

- {ψi}ki=0´láum8x {V0, B(x1,
r1
2

), ..., B(xk,
rk
2

)}�ü ©), =

0 ≤ ψi ≤ 1, i ∈ {0, 1, 2, ..., k}

ψ0 ∈ C∞
(
V0

)
, suppψ0 ⊂ V0,

ψi ∈ C∞
(
B(xi,

ri
2

)
)
, suppψi ⊂ B(xi,

ri
2

), i ∈ {1, 2, ..., k},
k∑
i=0

ψi = 1.

(2.4)

½Â

[u]ε(x, t) := ψ0(x)uε(x, t) +
k∑
i=1

ψi(x)ũεi (x, t), ∀x ∈ Ω. (2.5)

K [u]ε(x, t) ∈ C∞
(
0, T ; C∞(Ω)

)
.

·K 2.3. 3�m Lqloc
(
0, T ;W 1,p(Ω)

)
¥, � ε→ 0�

[u]ε → u ∀p, q ∈ [1,+∞). (2.6)

?�Ú, � ε→ 0�k

3�mLqloc
(
0, T ;W 1,p(V0)

)
¥, [u]ε − uε → 0;

3�mLqloc
(
0, T ;W 1,p(Vi)

)
¥, [u]ε − ũεi → 0.

(2.7)

Ún 2.2.(©z [4]¥Ún2.3)XJ f ∈W 1,r1(Ω×[0, T ]), g ∈ Lr2(Ω×[0, T ]),Ù¥ 1 ≤ r, r1, r2 ≤
∞, 1

r1
+ 1

r2
= 1

r
, Kéu,�� ε, f , gÃ'�~ê C > 0 , keã(Ø¤á

‖∂(fg)ε − ∂(fgε)‖Lr
loc(Ω×(0,T )) ≤ C‖g‖Lr2 (Ω×[0,T ])

(
‖∂tf‖Lr1 (Ω×[0,T ]) + ‖∇f‖Lr1 (Ω×[0,T ])

)
, (2.8)
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�<

d? ∂ = ∂t½ ∂ = ∂x , gε�½Â´d (2.1)�Ñ�. �?�Ú, � ε→ 0�, k

3�m  L
r
loc

(
Ω× (0, T )

)
¥, ∂(fg)ε − ∂(fgε)→ 0.

d?, � r2 <∞�, r = r¶� r2 =∞�, r < r .

Ún 2.3.(©Ù [1]¥íØ2.1 )XJ f ∈W 1,r1(Ω×[0, T ]), g ∈ Lr2(Ω×[0, T ])Ù¥ 1 ≤ r, r1, r2 ≤
∞, 1

r1
+ 1

r2
= 1

r
. K

‖∂t((f̃ g̃)εi − fg̃εi )‖Lr
loc(0,T ;Lr(Vi)) ≤ C‖g‖Lr2 (Ω×[0,T ])

(
‖∂tf‖Lr1 (Ω×[0,T ]) + ‖∇f‖Lr1 (Ω×[0,T ])

)
�

‖∂x((f̃ g̃)εi − fg̃εi )‖Lr
loc(0,T ;Lr(Vi)) ≤ C‖g‖Lr2 (Ω×[0,T ])

(
‖∂tf‖Lr1 (Ω×[0,T ]) + ‖∇f‖Lr1 (Ω×[0,T ])

)
,

d? g̃εi �½Â´d (2.3)�Ñ�. �?�Ú, � ε→ 0�,k

3�mL
r
loc(0, T ;Lr(Vi))¥, ∂((f̃ g̃)εi − fg̃εi )→ 0,

d?, � r2 <∞�, r = r¶� r2 =∞�, r < r .

Ún 2.4.( Aubin-LionsÚn, ©Ù [4]) XJ X ´g�� Banach �m, Y ´ Banach �m,

X ↪→ Y , Y
′
�©�3 X

′
¥È��. b�¼êS� {fn}÷vfn ∈ L∞(0, T ;X), ∂tfn ∈ Lp(0, T ;Y ), 1 < p ≤ ∞,

‖fn‖L∞(0,T ;X), ‖∂tfn‖Lp(0,T ;Y ) ≤ C, ∀n ≥ 1.

K fn3 C0([0, T ], Xω)¥�é;.

3. ½n1.1�y²

�
y²½n 1.1.��UþÅð�(Ø, e¡·�æ^©Ù [1]¥��{ò�§ (1.1)2�1, �

∂t
(
ψ0u

ε +
k∑
i=1

ψiũ
ε
i

)
+
(
ψ0div(u⊗ u)ε +

k∑
i=1

ψidiv(ũ⊗ ũ)εi
)

+
(
ψ0∇P ε +

k∑
i=1

ψi∇P̃ εi
)

−
(
ψ0div(b⊗ b)ε +

k∑
i=1

ψidiv(b̃⊗ b̃)εi
)

+
(
ψ0∇(

|b|2

2
)ε +

k∑
i=1

ψi∇(
|b̃|2

2
)εi
)

− µ
(
ψ0∆uε +

k∑
i=1

ψi∆ũεi
)

= 0.

(3.1)
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��ä¼ê ξτηδ[u]ε , Ù¥ ξτ (t) ∈ C1
0

(
(τ, T − τ)

)
, ηδ(x) ∈ C1

0(Ω)�
0 ≤ ηδ(x) ≤ 1, ηδ(x) = 1 � x ∈ Ω � dist(x, ∂Ω) ≥ δ�;

ηδ → 1 � δ → 0�, � |∇ηδ| ≤
2

dist(x, ∂Ω)
.

ò�§(3.1)ü>¦þ ξτηδ[u]ε¿3 Ω× (0, T )þÈ©, ��

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε · ∂t
(
ψ0u

ε +
k∑
i=1

ψiũ
ε
i

)
dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
ψ0div(u⊗ u)ε +

k∑
i=1

ψidiv(ũ⊗ ũ)εi
)
dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
ψ0∇P ε +

k∑
i=1

ψi∇P̃ εi
)
dxdt (3.2)

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
ψ0div(b⊗ b)ε +

k∑
i=1

ψidiv(b̃⊗ b̃)εi
)
dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
ψ0∇(

|b|2

2
)ε +

k∑
i=1

ψi∇(
|b̃|2

2
)εi
)
dxdt

−µ
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
ψ0∆uε +

k∑
i=1

ψi∆ũεi
)
dxdt = 0.

�e5é(3.2)¥���'u δ Ú ε�4�. Ù¥1��, 1n�, 18�©Oë�©Ù [1]¥�

ÚnA.1, ÚnA.2, Ún3.3ÚÙ!3.2, ��

lim
δ→0

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
ψ0div(u⊗ u)ε +

k∑
i=1

ψidiv(ũ⊗ ũ)εi
)
dxdt = 0; (3.3)

lim
δ→0

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
ψ0∇P ε +

k∑
i=1

ψi∇P̃ εi
)
dxdt = 0; (3.4)

lim
δ→0

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
ψ0∆uε +

k∑
i=1

ψi∆ũεi
)
dxdt = −

∫ T

0

∫
Ω

ξτ |∇u|2dxdt. (3.5)

(3.2)¥�1��, 1o�, 1Ê�'u δÚ ε�4��(Jde��Ún�Ñ.

Ún 3.1. (3.2)¥�1��÷v

lim
δ→0

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε · ∂t
(
ψ0u

ε +

k∑
i=1

ψiũ
ε
i

)
dxdt = −1

2

∫ T

0

∫
Ω

ξ
′

τ |u|2dxdt.
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y² d½Âª(2.5)�

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε · ∂t
(
ψ0u

ε +
k∑
i=1

ψiũ
ε
i

)
dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε · ∂t[u]εdxdt

=
1

2

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ∂t|[u]ε|2dxdt

=− 1

2

∫ T

0

∫
Ω

ξ
′

τηδ|[u]ε|2dxdt.

éþª��, ¿- ε→ 0, δ → 0 , �â ξ
′

τ , ηδ �k.59·K2.3�

lim
δ→0

lim
ε→0

1

2

∫ T

0

∫
Ω

ξ
′

τηδ
(
|[u]ε|2 − |u|2

)
dxdt = 0.

l
,

lim
δ→0

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε · ∂t
(
ψ0u

ε +

k∑
i=1

ψiũ
ε
i

)
dxdt = −1

2

∫ T

0

∫
Ω

ξ
′

τ |u|2dxdt.

Ún3.1.y..

Ún 3.2. (3.2)¥�1o�÷v

lim
δ→0

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
ψ0div(b⊗ b)ε +

k∑
i=1

ψidiv(b̃⊗ b̃)εi
)
dxdt = −

∫ T

0

∫
Ω

ξτb · div(b⊗ u)dxdt.

y² k©ÜÈ©, k

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
ψ0div(b⊗ b)ε +

k∑
i=1

ψidiv(b̃⊗ b̃)εi
)
dxdt

=−
∫ T

0

∫
Ω

ξτ∇ηδ ⊗ [u]ε :
(
ψ0(b⊗ b)ε +

k∑
i=1

ψi(b̃⊗ b̃)εi
)
dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ∇[u]ε :
(
ψ0(b⊗ b)ε +

k∑
i=1

ψi(b̃⊗ b̃)εi
)
dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε
(
∇ψ0 : (b⊗ b)ε +

k∑
i=1

∇ψi : (b̃⊗ b̃)εi
)
dxdt

:=I41 + I42 + I43.
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kw I41

I41 =−
∫ T

0

∫
Ω

ξτ∇ηδ ⊗ [u]ε :

(
ψ0

(
(b⊗ b)ε − (b⊗ b)

)
+

k∑
i=1

ψi
(
(b̃⊗ b̃)εi − (b⊗ b)

))
dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτ∇ηδ ⊗ ([u]ε − u) : (b⊗ b)dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτ∇ηδ ⊗ u : (b⊗ b)dxdt.

^ HölderØ�ª9 (1.4), (1.9), (1.10), (2.4), Ún 2.19·K 2.1, ·K 2.2, ·K 2.3, �

lim
δ→0

lim
ε→0

I41 = 0. (3.6)

2w I42

I42 =−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ∇[u]ε :
(
ψ0

(
(b⊗ b)ε − (b⊗ b)

)
+

k∑
i=1

ψi
(
(b̃⊗ b̃)εi − (b⊗ b)

))
dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ(∇[u]ε −∇u) : (b⊗ b)dxdt−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ∇u : (b⊗ b)dxdt.

d HölderØ�ª9 (1.4), (1.10), (2.4), ·K 2.1, ·K 2.2Ú·K 2.3, �

lim
δ→0

lim
ε→0

I42 = −
∫ T

0

∫
Ω

ξτ∇u : (b⊗ b)dxdt = −
∫ T

0

∫
Ω

ξτb · div(b⊗ u)dxdt. (3.7)

��w I43

I43 =−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε
(
∇ψ0 :

(
(b⊗ b)ε − b⊗ b

)
+

k∑
i=1

∇ψi :
(
(b̃⊗ b̃)εi − b⊗ b

))
dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε
k∑
i=0

∇ψi : (b⊗ b)dxdt

=−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε
(
∇ψ0 :

(
(b⊗ b)ε − b⊗ b

)
+

k∑
i=1

∇ψi :
(
(b̃⊗ b̃)εi − b⊗ b

))
dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε∇
( k∑
i=0

ψi
)

: (b⊗ b)dxdt

d HölderØ�ª9 (1.4), (1.10), (2.4), ·K 2.1, ·K 2.2Ú·K 2.3, �

lim
δ→0

lim
ε→0

I43 = 0. (3.8)
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�<

��â (3.6), (3.7), (3.8)k

lim
δ→0

lim
ε→0

(I41 + I42 + I43) = −
∫ T

0

∫
Ω

ξτb · div(b⊗ u)dxdt.

Ún3.2.y..

Ún 3.3. (3.2)¥�1Ê�÷v

lim
δ→0

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
ψ0∇(

|b|2

2
)ε +

k∑
i=1

ψi∇(
|b̃|2

2
)εi
)
dxdt = 0.

y² k©ÜÈ©, k

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
ψ0∇(

|b|2

2
)ε +

k∑
i=1

ψi∇(
|b̃|2

2
)εi
)
dxdt

=−
∫ T

0

∫
Ω

ξτ∇ηδ · [u]ε
(
ψ0(
|b|2

2
)ε +

k∑
i=1

ψi(
|b̃|2

2
)εi
)
dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδdiv[u]ε
(
ψ0(
|b|2

2
)ε +

k∑
i=1

ψi(
|b̃|2

2
)εi
)
dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
∇ψ0∇(

|b|2

2
)ε +

k∑
i=1

∇ψi∇(
|b̃|2

2
)εi
)
dxdt

:=I51 + I52 + I53.

kw I51

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτ∇ηδ · [u]ε
(
ψ0(
|b|2

2
)ε +

k∑
i=1

ψi(
|b̃|2

2
)εi
)
dxdt

=−
∫ T

0

∫
Ω

ξτ∇ηδ · [u]ε
(
ψ0

(
(
|b|2

2
)ε − |b|

2

2

)
+

k∑
i=1

ψi
(
(
|b̃|2

2
)εi −

|b|2

2

))
dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτ∇ηδ · ([u]ε − u)

(
ψ0
|b|2

2
+

k∑
i=1

ψi
|b|2

2

)
dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτ∇ηδ · u
|b|2

2
dxdt.

^ HölderØ�ª9 (1.4), (1.9), (1.10), (2.4), Ún 2.19·K 2.1, ·K 2.2, ·K 2.3, �

lim
δ→0

lim
ε→0

I51 = 0. (3.9)
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�<

2w I52,

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδdiv[u]ε
(
ψ0(
|b|2

2
)ε +

k∑
i=1

ψi(
|b̃|2

2
)εi
)
dxdt

=−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδdiv[u]ε
(
ψ0

(
(
|b|2

2
)ε − |b|

2

2

)
+

k∑
i=1

ψi
(
(
|b̃|2

2
)εi −

|b|2

2

))
dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ(div[u]ε − divu)(
|b|2

2
)dxdt−

∫ T

0

∫
Ω

ξτηδdivu(
|b|2

2
)dxdt.

d HölderØ�ª9 (1.4), (1.10), (2.4), ·K 2.1, ·K 2.2Ú·K 2.3, �

lim
δ→0

lim
ε→0

I52 = −
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδdivu(
|b|2

2
)dxdt = 0. (3.10)

��w I53

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
∇ψ0∇(

|b|2

2
)ε +

k∑
i=1

∇ψi∇(
|b̃|2

2
)εi
)
dxdt

=−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
∇ψ0

(
∇(
|b|2

2
)ε − |b|

2

2

)
+

k∑
i=1

∇ψi
(
∇(
|b̃|2

2
)εi −

|b|2

2

))
dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
k∑
i=0

∇ψi
|b|2

2
dxdt

=−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε ·
(
∇ψ0

(
∇(
|b|2

2
)ε − |b|

2

2

)
+

k∑
i=1

∇ψi
(
∇(
|b̃|2

2
)εi −

|b|2

2

))
dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

ξτηδ[u]ε · ∇(

k∑
i=0

ψi)
|b|2

2
dxdt.

d HölderØ�ª9 (1.4), (1.10), (2.4), ·K 2.1, ·K 2.2Ú·K 2.3, �

lim
δ→0

lim
ε→0

I53 = 0. (3.11)

��â (3.9), (3.10), (3.11)k

lim
δ→0

lim
ε→0

(I51 + I52 + I53) = 0.

Ún3.3.y..

d(3.3), (3.4), (3.5), Ún3.1, Ún3.2 9Ún3.3�, -�§(3.2)¥ ε→ 0, δ → 0�

− 1

2

∫ T

0

∫
Ω

ξ
′

τ |u|2dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

ξτb · div(b⊗ u)dxdt+ µ

∫ T

0

∫
Ω

ξτ |∇u|2dxdt = 0. (3.12)
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�<

(Ü�§ (1.1)3 , ��Ù¥∫ T

0

∫
Ω

ξτb · div(b⊗ u)dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

ξτb · div(b⊗ u)dxdt−
∫ T

0

∫
Ω

ξτb · div(u⊗ b)dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

ξτb ·
(
div(b⊗ u)− div(u⊗ b)

)
dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

ξτb · ∂tbdxdt

=− 1

2

∫ T

0

∫
Ω

ξ
′

τ |b|2dxdt,

l
, (3.12)z{¤

− 1

2

∫ T

0

∫
Ω

ξ
′

τ (|u|2 + |b|2)dxdt+ µ

∫ T

0

∫
Ω

ξτ |∇u|2dxdt = 0. (3.13)

du ξτ (t) ∈ C1
0((τ, T − τ)) , éu?¿ t0 > 0 , �?¿� τ, α , ¦� τ + α < t0 , �

ξτ (t) =



0, 0 ≤ t ≤ τ,
t−τ
α
, τ < t ≤ τ + α,

1, τ + α < t ≤ t0,
t0+α−t

α
, t0 < t ≤ t0 + α,

0, t ≥ t0 + α.

(3.14)

ò(3.14)�\(3.13), ��

− 1

2α

∫ τ+α

τ

∫
Ω

(|b|2 + |u|2)dxdt+
1

2α

∫ t0+α

t0

∫
Ω

(|b|2 + |u|2)dxdt

+ µ

∫ τ+α

τ

t− τ
α

∫
Ω

|∇u|2dxdt+ µ

∫ t0

τ+α

∫
Ω

|∇u|2dxdt

+ µ

∫ t0+α

t0

−t+ t0 + α

α

∫
Ω

|∇u|2dxdt = 0. (3.15)

dÈ©�ýéëY5,

lim
α→0

∫ τ+α

τ

t− τ
α

∫
Ω

|∇u|2dxdt = 0;

lim
α→0

∫ t0+α

t0

−t+ t0 + α

α

∫
Ω

|∇u|2dxdt = 0.
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�<

P

E(t) =
1

2

∫
Ω

(|b|2 + |u|2)dx,

F (t) = µ

∫ t

0

∫
Ω

|∇u|2dxds.

äó:

u, b ∈ C0
(
[0, T ];L2(Ω)

)
. (3.16)

¯¢þ, d (1.1)2, (1.4), (1.8), (1.9), (1.10), � ut ∈ L2
(
0, T ;H−1(Ω)

)
. 3Ún2.4. ¥, � X =

L2(Ω), Y = H−1(Ω), l
 u ∈ C0
(
[0, T ];L2

w(Ω)
)
. Ón, d (1.1)3, (1.4), (1.9), (1.10)ÚÚn2.4.,

�� b ∈ C0
(
[0, T ];L2

w(Ω)
)
. (ÜUþØ�ª (1.6)ÚÐ�^�, �� u, b ∈ C0

(
[0, T ];L2(Ω)

)
.

3(3.15)¥, du(3.16)ÚV���©½n, - α→ 0, ��

(E + F )(t0) = (E + F )(τ). (3.17)

3 (3.17)¥, du(3.16), - τ → 0+, ��

(E + F )(t0) = (E + F )(0), t0 ∈ (0, T ),

d=(1.6). d t0�?¿5, ®�¤½n1.1.�y².
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