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摘  要 

本文通过选取合适的辅助函数，考虑三种情况并利用极值原理来证平均曲率型方程的全局梯度估计。 
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Abstract 
In this paper, by selecting the appropriate auxiliary function, three cases are considered and the 
extremum principle is used to prove the global gradient estimation of the mean curvature type 
equation. 
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1. 引言 

平均曲率方程是几何偏微分方程中较为基础和重要的一类方程，对给定的平均曲率方程的内部梯度

估计和全局梯度估计已经被广泛的研究了。Bombieri [1]等人首先利用测试函数技巧和图上的 Sobolev 不

等式，对高维的极小图曲面得到了极小曲面方程的内部梯度估计，在 1970 年 Ladyzhenskaya 和 Ural’Tseva 
[2]运用了测试函数的方法对于一般的平均曲率方程得到了内部梯度估计，详细过程请参见文献 Gilbarg 
[3]。 

在文献[4]中，Wang 考虑了如下的平均曲率方程 

( ) 2
2: 1

1
i j

ij ij ij ij

u u
a u u H x u

u
δ
 
 = − = + ∇
 + ∇ 

                            (1) 

他对于方程(1)内部梯度估计的证明有如下结果： 
定理 1. 设 ( )( )3 0ru C B∈ 是方程(1)的一个非负解，当 ( ) 0H x C≤ ，并且 ( ) 0H x C∇ ≤ ，则有 

( )
2

1 2 20 exp Mu C C
r

 
∇ ≤ + 

 
 

其中 ( )
(0)

sup
Br

M u x= ， 1C 依赖于 n ， M 和 0C ； 2C 依赖于 n ，和 0C 。 

在文献[5]中王聪涵进一步展开问题的研究，尝试得出类似的内部梯度估计结果，并研究平均曲率型

方程的梯度估计时用到了几个极值原理，具体的证明参见[6]。他考虑了以下平均曲率型方程并证明出了

定理 2。 

( ) 21ij ija u H x u uα= + ∇ +  

定理 2. 设 ( )( )3 0ru C B∈ ， 0u ≥ 满足方程 

( ) 21ij ija u H x u uα= + ∇ +  

当 ( ) 0H x C≤ ， ( ) 0H x C∇ ≤ ，则有 

( )
2 2

1 2 3 32 20 exp M Mu C C C C
r r

α
 

∇ ≤ + + + 
 

 

其中 ( )
(0)

sup
Br

M u x= ， 1C 依赖于 n ， M 和 0C ； 2C 依赖于 n ，和 0C 。 

定理 3. 设Ω是在 nR 中的有界领域具有 1C 边界， ( ) ( )1 3 Ωu C C∈ Ω ∩ ，满足 

( ) 2
2 1  in 

1
i j

ij

u u
u u H x u

u
∆ − = + ∇ Ω

+ ∇
 

则 

0sup sup sup 2 exp sup oscu u H H c u
ΩΩ ∂Ω Ω Ω

    ∇ ≤ ∇ + + ∇ +   
    
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其中 0c 是正常数。 
本文主要在定理 3 平均曲率方程的全局梯度估计的基础上研究平均曲率型方程的全局梯度估计，即

考虑如下平均曲率型方程 

( ) 21 .ij ija u H x u uα= + ∇ +  

2. 主要结果 

本节，对于平均曲率型方程 

( ) 21ij ija u H x u uα= + ∇ +  

其中 ( ) ( )1H x C∈ Ω ，
i jij x xu u= ， Rα ∈ 且 0α ≥ ，主要证明以下定理。 

定理 4 设Ω是在 nR 中的有界领域具有 1C 边界， ( ) ( )1 3 Ωu C C∈ Ω ∩ ， 0u ≥ 满足 

( ) 2
2 1 u in

1
i j

ij

u u
u u H x u

u
α∆ − = + ∇ + Ω

+ ∇
 

则 

00sup sup sup exp sup Cu u H H c u
Ω ∂Ω Ω Ω

    ∇ ≤ ∇ + ∇ +   
    

 

其中 0c 是正常数. 
证明：令 

21
i j

ij ij

p p
a

p
δ= −

+
 

( ) ( ) 2, , 1f x u p H x p uα= + +  

其中 ( )1 2, , , np p p p Du= =� ，则平均曲率型方程可以写成： 
( ) ( ), ,  in Ω.ij ija Du u f x u Du=                               (2) 

选取辅助函数： 

( ) 02 ( ) in,  ΩM ux Du eβϕ +=  

其中 0 supM u
Ω

= ， β 是待定的正常数。 

若 ( )xϕ 在 0x ∈Ω处达到极大值，则 Ωx∀ ∈ ， ( ) ( )0x xϕ ϕ≤ 。 

( ) ( ) ( ) ( )0 00
22 ( )( )

0e e M u xM u xDu x Du x ββ ++ ≤  

( ) ( ) ( ) ( )022 ( )
0 e u x u xDu x Du x β −≤  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 ( ) | |2

0 0e e C
u x u x u

Du x Du x Du x
β β−

≤ ≤  

( ) ( ) { }00 exp . in ΩCDu x Du x uβ≤                           (3) 

若 ( )xϕ 在 0 Ωx ∈∂ 处达到极大值，则 

( )0 sup in ΩDu x Du
∂Ω

≤                               (4) 
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若 ( )xϕ 在 0 Ωx ∈ 处达到极大值，由极值原理 

( ) ( )0log 0i xϕ = 和 ( ) ( )0log 0ij xϕ ≤  

( ) 2
2log k ki

ii

u u u
Du

ϕ β= +  

( ) 2 2 4

2 2 4
log k kij ki kj k l ki lj

ijij

u u u u u u u u
u

Du Du Du
ϕ β= + − +  

因此 

( ) 2 2 4
2 42log k k l

ij ij kij ij ki kj ij ki lj ij ijij

u u ua a u a u u a u u a u
Du Du Du

ϕ β+ += −  

为了消掉上式中的三阶导数，对(2)求微分可得 

, lij kij ij p kl ij ka u a u u f+ = ∂  

其中

( ), 2 22

2

1 1
l

li j lj i i j l
ij p

p p p p p
a

p p

δ δ+
= − +

+ +
. 

则 

( ) ,2 2 4 2
2 4 22 .

l
k k l k

ij ij p kl ij ij ki kj ij ki lj kij

u u u ua log a u u a u u a u u f f
Du Du Du Du

ϕ β= − + − + ∂ +  

以下计算都在 0x 点处，如下选取坐标标架， 

( ) ( )( )0 1 0 ,0, ,0Du x u x= �  

且对于 2 i j n≤ ≠ ≤ 时， ( )0 0iju x = . 

( ) , 1 1 1 12 2
1 11 1

2 2 4 2log .
lij ij p l ij ij ki kj ij i jija a u u a u u a u u f f

u uu u
ϕ β= − + − + ∂ +  

由 ( )log 0iϕ = ，有 

1 1
1
2i iu u uβ= −  

所以 

2
11 1

1
2

u uβ= − ，                                   (5) 

1 0,  2,iu i= ≥  

故 ( )( )0iju x 是对角矩阵。因此有 

( )
1

1

2 2
, 11 11 11 12 2

1 11 1

2 2
, 11 11 11 12 22

1 11 1

2 2 4 2log

2 2 2 2 .

ij ii p ii ii iiij

n
ii p ii ii iii

a a u u a u a u f f
u uu u

a u u a u a u f f
u uu u

ϕ β

β
=

= − + − + ∂ +

= − − + + ∂ +∑
 

由于 2i ≥ 时，在 0x 处有 ( )0 0iu x = ，可得 
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11 2
1

1
1

a
u

=
+

，
( )1

1
11, 22

1

2

1
p

ua
u

= −
+

 

( )1 2iia i= ≥ ， ( )
1, 0 2ii pa i= ≥  

所以 

( )
( ) ( )
( )
( )

2 2
11 11 12 2 22

11 11

2
1 2

11 122 2
11 1

4 2 2log
11

2 1 2 .
1

ij ija u u f f
uu uu

u
u f f

uu u

ϕ β

β

≥ − + ∂ +
++

−
= + ∂ +

+

 

由于 
2 1 11

1 1 1 12
1

1
1

Hu uf H u u
u

α∂ = + + +
+

 

则 

( )
( )
( )
( )
( )

2
1 2 2 21 11

11 1 12 22 2
1 11 1

2
1 2 2 21 11

11 1 12 22 2
1 11 1

2 1 2 2log 1 2 1
11

2 1 2 21 1 .
11

ij ij

u H Hua u u H u u
u uu u

u H Huu u H u
u uu u

ϕ α β βα

β

−
≥ + + + + + + +

++

−
≥ + + + + +

++

 

把(5)代入上式 

( )
( )

( )

2 2 2 2 2
1 1 21 1 1

1 2 22
1

2
1 11

1 2log 1
2 1 11

ij ij

u u H Hu H Hua u
u u uu

β β β βϕ
− − +

+ + +≥
+

+
+ +

 

由于 ( )log 0ij ija ϕ ≤ ，可得 

( )
( )

2 2 2
1 1 21

12
11

2 2
12 1

1 2 1 0
1

u u H Hu
u uu

β β−
+ +

++
+ ≤  

或者 

( )
( )

2 2 2
1 12 21

11

21 12

1 21
1

1
2

u u Hu u H
uu

β
β

 − + + + ≤ − 
 +

 

若 2
1 3u ≤ ，则 

( )
( )

2 2
1 1

2 2 22
1 11

1 1 1 2 31 1
2 161 12 1

u u

u uu

−   
= − − ≤  + +  +

 

2
1

2 2
1 1

1 1 41
3

u
u u
+

= + ≥  

( )
( )2

2 2 2
1 1 2

2
12 1

1 3
16

u u

u

β
β

−
≤
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2
1

3 4
16 3

u H Hβ β + ∇ ≤ 
 

 

令 0 supc Hβ
Ω

= + ∇ ，则 
2

2
0

2

0

3 4 3 4sup
16 163 3

3 sup ,
16

H c H H

c H

β
Ω

Ω

 + ∇ = + ∇ + ∇ 
 

 ≥ + ∇ 
 

 

当
16
3

β ≥ 时，就有 

23 4 1
16 3

Hβ β+ ∇ ≥ ≥  

因此有 

( )0 supu x H
Ω

∇ ≤  

若 2
1 3u ≥ ，则 

( )
( )

2 2
1 1

2 22
1 11

2

1 1 1 2 31 1
2 11 112 6

u u

u uu

−   
= − − ≥  + +  +

 

并且
2
1

2 2
1 1

1 1 41
3

u
u u
+

= + ≤ ， 

所以
( )

( )2

2 2 2
1 1 2

2
12 1

1 3
16

u u

u

β
β

−
≥

+
， 

这意味着 2
1

3 4
16 3

u H Hβ β − ∇ ≤ 
 

。 

2
2

0

22
0 0

22
0 0

3 4 3 4sup
16 163 3

3 4sup 2 sup
16 3
3 3 4sup sup ,

16 8 3

H c H H

c H c H H

c H c H H

β
Ω

Ω Ω

Ω Ω

 − ∇ = + ∇ − ∇ 
 

 = + ∇ + ∇ − ∇ 
 

 = + ∇ + ∇ − ∇ 
 

 

可知存在一个正常数 0c ，即 0 6c ≥ ，
16sup
3

H
Ω

∇ ≥ 时
34
3

β ≥ ，就有 

23 4 1
16 3

Hβ β− ∇ ≥ ≥  

则 
( )1 0 supu x H

Ω
≤  

因此有 

( )0 supu x H
Ω

∇ ≤  

https://doi.org/10.12677/pm.2021.116127


阿迪莱·玉苏普 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2021.116127 1136 理论数学 
 

综上所述，当
34
3

β ≥ 时有 

( )0 supu x H
Ω

∇ ≤                                   (6) 
则由(4) (6)可得 

( )0 sup supu x u H
∂Ω Ω

∇ ≤ ∇ +                            (7) 
由(3) (7)可得要证得不等式。 

即： 00sup sup sup exp sup Cu u H H c u
Ω ∂Ω Ω Ω

    ∇ ≤ ∇ + ∇ +   
    
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