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摘  要 

本文主要讨论了一类条件代数不等式，主要结果是已有结果与方法的补遗和拓展。 
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Abstract 
This paper mainly discusses a class of conditional algebraic inequalities. The main results are the 
supplements and extensions of the existing results and methods. 
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1. 引言 

近年来一类条件代数不等式引起了许多作者的兴趣。在文献[1]中，作者对《数学通报》2009 年第 8
期数学问题 1808 [2]与 2010 年第 1 期数学问题 1833 [3]，从项数与指数出发进行了推广。在文献[4]中，

作者对上述问题与《数学通报》2015 年第 4 期数学问题 2238 [5]，从指数出发进行了下列推广： 
定理 1  设 , 0a b > ，且 1a b+ = ，对任意的正整数 ,m n  ( 2m ≥ )，则有 

2
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2
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+ −  − − ≥    
    

                             (1) 

等号当且仅当
1
2

a b= = 时成立。 

文献[6]中，作者从项数对定理 1 进行了推广，得到了下列关于一类条件代数不等式统一推广的定理。 

定理 2  设 *n N∈ ， *p N∈ ， *q N∈ ， 0ia >  ( 1, , ;  1i n n= > )，且
1

1
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i
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=

=∑ ， 2p ≥ ，则 
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等号当且仅当 1 2
1

na a a
n

= = = = 时成立。 

在定理 2 中，条件 2p ≥ 是必要的。在文献[7]中，作者证明了当 1p = 时，(2)式也成立，即有 

定理 3  设 *q N∈ ， 0ia >  ( 1, , ;  1i n n= > )，且
1

1
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i
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a
=

=∑ ，当 3q ≥ 或 3n ≥ ，有 
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等号当且仅当 1 2
1
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= = = = 时成立。 

(3)式可以看成是(2)式的补遗。(3)式中 2n = 时 3q ≥ ，一个自然的问题是如果 2n = ， 2q = ，(3)式是

否成立。另外，文献[7]在证明(3)式 2n = ， 3q ≥ 的情形时证明技巧较高，也较复杂。本文将给出较直接

与自然的证明。我们的结果可以看成是(1)与(3)式的补遗和扩展。我们的主要结论如下： 
定理 4.  已知正数 ,a b满足 1a b+ = ，则 
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证明  对于 0 1x< < ，令 

( ) ( )221 1 1
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x x

  = − − −  −  
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则 
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对 ( )f x 求导得 

( ) ( )( )3 24 6 2 2 1 2 1f x x x x x x x′ = − + = − −  

令 ( ) 0f x′ = ，得到 ( )f x′ 在区间 ( )0,1 上的唯一零点
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x = ，且 

当
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x< < 时， ( ) 0f x′ > ；当
1 1
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x< < 时， ( ) 0f x′ < 。 

故 ( )f x 在区间 ( )0,1 上取到最大值 
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. 

于是，(4)式成立。证毕。 
定理 4 说明 2n = ， 2q = 时，(3)式不成立，且(3)式不等式反号。 
下面，我们给出 2n = ， 3q ≥ 时的(3)式一个直接与自然的证明。 
定理 5  已知 , 0a b > ，且 1a b+ = 。如果正整数 3p ≥ ， 
则 

21 1 12
2

p p
pa b

a b
    − − ≥ −    
    

                               (5) 

等号当且仅当
1
2

a b= = 时成立。 

证明  对于 0 1x< < ，令 

( ) ( )1 1 1
1

pp
pf x x x

x x
  = − − −  −  

,                            (6) 

则 

( )
( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( )( )

111 1 1

1

1 1 1 1 .

pp

p

pp

x x
f x

x x

x x x x

++− − −
=

−

= + + + + − + + − 

 

容易知道 ( ) ( )1p pf x f x− = ，即 ( )pf x 关于
1
2

x = 是对称的。 

下面用数学归纳法证明当 3p ≥  

( ) ( ) ( )1 2p pf x x g x′ = −                                   (7) 

其中 ( ) 0pg x < ，
10
2

x< < 。事实上，当 3p = 时 
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注意到
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于是由(8)、(9)式，得 
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