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摘  要 

群G作用在有限集合Ω上，∆ ⊆ Ω ， ( ) { }= ,xG x G∆ = ∈ ∀ ∈∆δ δ δ 称为G在 ∆ 上的逐点稳定子。若 ( ) 1G ∆ = ，

则称 ∆ 为G群的基。若 Σ ⊆ Ω是使得 ( ) 1G Σ = 成立的最小集合，则称 Σ为群G的极小基。本文计算出对称

群 dS 与 rS 的圈积 d rS  wr S 以及它的子群 2r rD  wr S ， r rZ  wr S 在某种非本原作用下的极小基。 
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Abstract 

A group G acting on a finite set Ω , ∆ ⊆ Ω , ( ) { }= ,xG x G∆ = ∈ ∀ ∈∆δ δ δ  is called a pointwise sta-

bilizer on G. If ( ) 1G ∆ = , ∆  is called the basis of group G. If Σ ⊆ Ω  is the smallest set that makes 

( ) 1G Σ =  true, then Σ  is called the minimal basis of group G. In this paper, the wreath product 

d rS  wr S  of symmetric groups dS  and rS , the minimal basis of its subgroups 2r rD  wr S  and 
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r rZ  wr S  under some imprimitive action are calculated. 
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1. 引言 

基是研究向量空间和线性变换的一个非常重要和有用的工具。尤其在线性变换中，每一个线性变换

完全取决于它在基上的作用。类似的，在研究置换群的过程中，基也是有用的工具。设 G 作用在集合Ω

上，Ω的子集Σ被称为 G 的基，若满足 ( ) 1G Σ = ；换句话说，在群 G 中有且仅有单位元能稳定Σ中的所

有元素。在 Dixon 的经典著作[1]中给出了基的一些相关命题。 
有限本原群的研究已经有了一些成果，具体参见 Cameron (1981) [2]和 Praeger (1990) [3]。对于极小

基的研究，Burness 在[4]中给出了点稳定子属于 S-collection 的有限典型群的 base sizes，他对有限散在单

群的 base sizes也进行了讨论，具体参考[5]。Fawcett，Praeger在[6]中给出了非本原线性群的 base sizes。
在[7]中，Libeck 对本原置换群的 base sizes 进行讨论。而本文主要利用圈积构造一些传递置换群，确定

它们在某种非本原作用下的极小基和 base sizes。 

2. 预备知识 

本节主要给出一些本文中要用到的基本概念及结果。 
定义 2.1 [1]非空集合Ω到自身的一个双射，称为Ω的一个置换。Ω中全体置换构成的群，称为Ω上

的对称群，记作 ( )sym Ω 。 
定义 2.2 [1]设Ω是一个非空集合，其中的元素称为一个点，群 G 在Ω上的一个作用是指 G 到 ( )sym Ω

上的一个同态，即： 
1) 1α α= ， α∀ ∈Ω，其中 1 代表 G 中的单位元； 

2) ( )yx xyα α= ， α∀ ∈Ω， ,x y G∀ ∈ 。 

定义 2.3 [8]设 ,N F 为两个抽象群。 ( ): F Aut Nσ → 是同态映射，则 N 与 F 的半直积 G 为： 

( ){ }: , ,G N F x a x N a F= = ∈ ∈ ， 

运算为 ( )( ) ( )( )1

, , ,ax a y b xy abσ −

= 。 

定义 2.4 [8]设 G 是群，H 是有限集合 { }1,2, , nΩ =  上的置换群 ( )nH S≤ ，设 N 是 n 个 G 的直积：

n

N G G= × ×


个

，对于任意 h H∈ ，映射 ( )hσ 是 N 的一个自同构： 

( ) ( ) ( )1 1 11 2
1 2

, , , , , , hh h

h

n n
g g g g g gσ

− − −=   

可作 N 与 H 的半直积 : :nN H G H= ，叫做 G 和 H 的圈积，记作   G wr H 。 
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( ){ }1 2  , , , ; ,n iG wr H g g g h g G h H= ∈ ∈ . 

定义 2.5 [8]群 G 作用在有限集合Ω上，∆ ⊆ Ω， ( ) { },xG x G δ δ δ∆ = ∈ = ∀ ∈∆ 称为 G 在∆上的逐点

稳定子。若 ( ) 1G ∆ = ，则称∆为群 G 的基。若Σ ⊆ Ω是使得 ( ) 1G Σ = 成立的最小集合，则称Σ为群 G 的极 

小基。 

3. 传递置换群在非本原作用下的极小基 

定理 3.1 设 { }1, , dδ δ∆ =  ， { }1, , rΩ =  对称群 dS 与 rS 的圈积 d rS wr S  非本原作用在 dr 个点上的极 

小基形如： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2 1 1
,1 , , , , ,1 , , , , , ,1 , , ,

d di i i i i ir r rδ δ δ δ δ δ
− −

Σ =     ， 

其中 1 2 1, , , di i i − 为集合{ }1,2, , 1d − 中任意 1d − 个元素， ( )1d rΣ = − 。 

证明：令 dK S= ， rH S= ， { }1, , dδ δ∆ =  ， { }1, , rΩ =  ， 

( ) ( ){ }1 2  : , , , ; ,r

n

iG K wr H K K K H k k k h k K h H= = × × × = ∈ ∈ 



个

 

设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1,1 , , 2 , , , , , ,1 , , 2 , , ,d d dr rδ δ δ δ δ δΓ = ∆×Ω =    ，故 drΓ = ，群 G 在集合Γ的非本 

原作用如下： 

: G Sϕ Γ→  

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2, , , ;: , , ,r ix k k k h k hx x i i iϕ δ δ δ= =

  

下面考虑逐点稳定子 ( ) 1G Σ = 时，Σ中有哪些元素。 

令 ( )1 1,1α δ= ， ( )2 1, 2α δ= ，， ( )1,r rα δ= ，则： 

( ) ( ){ } ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }1 21 2 1
1

, , , ;, , , ;
1 2 1 1 1 2 1 1 1, , , ; , , , ; , ,1 ,1rr k k k hk k k h k h

r rG k k k h G k k k h G iα α α δ δ δ= ∈ = = ∈ = =



   

( ) ( ){ } ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }1 21 2 2
2

, , , ;, , , ;
1 2 2 2 1 2 1 1 1, , , ; , , , ; , ,2 ,2rr k k k hk k k h k h

r rG k k k h G k k k h G iα α α δ δ δ= ∈ = = ∈ = =



   

  

( ) ( ){ } ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }
( ){ }

1 21 2

1

, , , ;, , , ;
1 2 1 2 1 1 1

1 2

, , , ; , , , ; , , ,

, , , ; ,

rr r
r

k k k hk k k h k h
r r r r

r r r

G k k k h G k k k h G i r r

k k k h G k K h H

α

δ

α α δ δ δ= ∈ = = ∈ = =

= ∈ ∈ ∈





 



 

故 

( ){ } ( ){ }1 2 1 1, , , 1 2 1 2 1,2, , 1 2 1 2, , , ; , , , , , , , ;1 , , ,
r r r r r rG k k k h G k k k K h H k k k G k k k Kα α α δ δ= ∈ ∈ ∈ = ∈ ∈

 

     

因为 dK S= ，所以要使 ( ) ( )1,1, ,1;1 1G Σ = = ，则 K 至少要稳定 ( )1d − 个点，即 { }1 2 1
1

d d
K Sδ δ δ δ−

= =


， 

故： 

( ) ( ){ }1 2 11 2 12, , , ; , 1
dr i rG k k k h k K h Hδ δ δ −Σ = ∈ ∈ =

 

 ， 

所以群 d rG K wr H S wr S= =    非本原作用在Γ = ∆×Ω上的极小基形如： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2 1 1
,1 , , , , ,1 , , , , , ,1 , , ,

d di i i i i ir r rδ δ δ δ δ δ
− −

Σ =     ， ( )1d rΣ = − . 
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定理 3.2：设 { }1, , rΩ =  ，当 r 为偶数时，二面体群 2rD 与对称群 rS 的圈积 2r rD wr S  非本原作用在 2r

个点上的极小基形如 ( ) ( ) ( ) ( ){ },1 , , , , ,1 , , ,i i r j j rΣ =   ，其中
2
rj i≠ + ， 2rΣ = 。 

当 r 为奇数时，极小基形如 ( ) ( ) ( ) ( ){ },1 , , , , ,1 , , ,i i r j j rΣ =   ，其中任意 ,i j∈Ω， 2rΣ = 。 

证明：令 2rN D= ， rH S=  

( ) ( ){ }2 2 2 2 1 2: , , , ; ,r r r r r r r i

r

G D wr S D D D S n n n h n N h H= = × × × = ∈ ∈   



个

 

设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 1, 2 , , 1, , , ,1 , , 2 , , ,r r r r rΓ = Ω×Ω =    ，则 2rΓ = 。 

群 G 在集合Γ上的作用同定理 3.1，现在考虑逐点稳定子 ( ) 1G Σ = 时，Σ中有哪些元素。 

首先考虑二面体群 2rD 的点稳定子群： 
我们知道二面体群的点稳定子 ( ) ( ){ }2 1 ,r iD x= ，其中 x 为二阶元，下面考虑什么时候二面体群的点 

稳定子为 1。 

情况 1：r 为偶数时， ( ) ( )( )2
41,2,3, , , 2, 3, 1 ,

2 2r
r rD r r r + = −  

 
  。 

那么此时由二面体群的生成元可知当
2
ri j≠ + 时，( )2 , 1r i jD = 。所以当 r 为偶数时，使得逐点稳定子

( ) 1G Σ = 的最小集合为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ },1 , , 2 , , , , ,1 , , 2 , , ,i i i r j j j rΣ =   ，其中
2
rj i≠ + 。 

即当 r 为偶数时， 2r rG D wr S=   非本原作用在Γ上极小基形如Σ， 2rΣ = 。 

例如： 
当 4r = 时， { }1,2,3,4Ω = ，二面体群 ( ) ( )8 1, 2,3, 4 , 2, 4D = ，如下图所示： 

 

 
 

稳定点 1，就要稳定点 3，故 8D 中稳定一个点的只有单位元与一个二阶元，即 

( ) ( ) ( ) ( ){ }8 81 3
1 , 2, 4D D= = ， ( ) ( ) ( ) ( ){ }8 82 4

1 , 1,3D D= = ，故有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }8 8 8 81 2 1 4 2,3 3 4
1 1D D D D= = = = =

， ， ，
 

43 1 1
2 2
r

= + = + ，
44 2 2

2 2
r

= + = +  

当 6r = 时， { }1,2,3,4,5,6Ω = ，二面体群 ( ) ( )( )12 1, 2,3, 4,5,6 , 2,6 3,5D = ，如下图所示： 
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则有 ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }12 121 4 1 , 2,6 3,5D D= = ， ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }12 122 5 1 , 1,3 4,6D D= = ， 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }12 123 6 1 , 1,5 2,4D D= =  

64 1 1
2 2
r

= + = + ，
65 2 2

2 2
r

= + = + ，
66 3 3

2 2
r

= + = +  

情况 2：当 r 为奇数时，二面体群： 

( ) ( )( )2
1 31,2, , , 2, 3, 1 ,

2 2r
r rD r r r + + = −  

 
   

此时稳定Ω中任意一个元素的也只有单位元与一个二阶元，故可知： 
( ) ( ){ }2 , 1 1r i jD = = 其中 ,i j∈Ω，所以当 r 为奇数时， 2r rG D wr S=   非本原作用在 Γ上极小基形如

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ },1 , , 2 , , , , ,1 , , 2 , , ,i i i r j j j rΣ =   ，其中 ,i j∈Ω， 2rΣ = 。 

定理 3.3：设 { }1, , rΩ =  ，循环群 rZ 与对称群 rS 的圈积 r rZ wr S  ，非本原作用在 2r 个点上的极小基

形如 ( ) ( ){ },1 , , ,i i rΣ =  ，其中任意 i∈Ω， rΣ = 。 

证明：令 ( ) :r r r r r rG Z wr S Z Z Z S= = × × ×   ， { }1, 2, , rΩ =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 1,2 , , 1, , , ,1 , , 2 , , ,r r r r rΓ = Ω×Ω =    ， 2rΓ =  

G 在集合Γ上的作用同以上两个定理，现在同样考虑逐点稳定子 ( ) 1G Σ = 时，Σ中有哪些元素。 

因为 rZ 本原正则作用在 { }1, 2, , rΩ =  上，故任意 i∈Ω 有 ( ) 1r iZ = ，则要使逐点稳定子

( ) ( )1,1, ,1;1 1G Σ = = ，需要稳定 ( ) ( ) ( ),1 , , 2 , , ,i i i r 这 r 个点，其中任意 i∈Ω。 

故群 r rG Z wr S=   非本原作用在Γ上的极小基 ( ) ( ) ( ){ },1 , , 2 , , ,i i i rΣ =  ，任意 i∈Ω，且 rΣ = 。 
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