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摘  要 

物理学中有很多问题都和极值问题有关，这些问题往往困扰着学生对普通物理的学习。处理极值问题的

一个有效方法是变分方法，也就是求解一个泛函的极值问题。本文利用变分方法对几类大学物理中的极

值问题进行探讨求解，归纳和总结，一方面提高学生的物理解题能力，另一方面也能增强大学生对物理

问题本质的理解以及数学方法的应用。 
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Abstract 
Many physical problems relate to extreme value problem. These problems bring troubles to many 
students’ study for ordinary physics. A sufficient method to deal extreme value problem is variation-
al method that is to find extreme value for a functional. In this paper, the variational method is used 
to discuss the extreme value problems in several types of college physics, so as to enhance students’ 
understanding and solving of physical problems and the application of mathematical methods. 
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1. 引言 

在大学物理的学习过程中，我们会遇到一大类本质上是求极值的问题，这类极值问题一般综合性比

较强，因而具有一定的难度。因而学生遇到这类问题时往往无从下手，困扰着很多学生在普通物理中的

学习。本文介绍变分方法以及利用变分方法来探讨这类极值问题的求解，不仅可以解决实际的物理问题，

同时也可以培养学生的综合运用数学方法灵活解决问题的能力[1] [2]。变分法是研究泛函极值的重要方

法，掌握好这种方法，不仅能提高大学生的物理解题能力，同时对高中学生的物理学习也有借鉴意义[3] [4] 
[5] [6]。接下来本文首先探讨三类可利用变分法解决的物理问题，然后对所涉及的变分问题做适当解析，

最后对本文做一个系统总结。 

2. 三类应用变分法的物理问题 

2.1. 利用积分进行计算物理的极值问题 

对于一般的大学物理问题，我们可以通过积分的形式算出相应的公式，函数极值的问题进行求解极

值。 
例 1：半径为 R 的圆环，均匀带电，总电量为 Q，求轴线上离圆心间距𝑥𝑥处的电场强度，并求出 x 为

多大时场强取得最大值。 
 

 
Figure 1. Electric field strength 
图 1. 电场强度 

 
解：如图 1，在环上任取 dl, P 点场强为 

2
0

dd
4

QE
Lε

=
π

 

由于环带电的对称性， d nE 相互抵消，场强只有 x 分量，所以 

2 3 2
0 0 0

dd d cos d
4 4 4x

Q x x xQE E E Q
LL L L

α
ε ε ε

= = = = =
π π π∫ ∫ ∫ ∫ , 

考虑到 2 2= +L R x ，所以 

( )
3

2 2 2
04

QE
R xε

=
π +
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这里 E 沿 x 正轴方向，因为 sin , cosα α= =R L x L ，所以 2
2

0

cos sin
4

α α
ε

=
π
xQE

R
为求极值条件，令

d 0
dα

=
E

，则 

( )2 2
2

0

d 2cos sin sin 0
d 4

E Q
R

α α α
α ε
= − =

π
 

解之得 tan 2α = ，所以
tan 2α

= =
R Rx 。 

又由于
2

2

d 0
dα

<
E

。故
2

=
Rx 时，E 取极大值。又因为这里只有一个极值点，因此这时 E 取最大值。 

本例中，首先利用微元法和积分法给出电场强度 E 的函数表达式，这样问题就转化成求 E 的最大值

问题，最后结合题目的实际意义，得到 E 的最大值点，从而完成对题目的求解。 

2.2. 基于多元函数求极值的拉格朗日乘数法求解大学物理中的极值问题 

例 2：：一个质量为 m，所带电荷量为 ( )0>q q 的小球于重力场和电场强度为 E 且方向水平向左的

匀强电场中，在一个光滑的半径为 R 圆形管道中 (管道厚度不计，且横截面的半径与小球的半径相同)，
在最高点以初速度 v 进行运动，现求出小球在管道何位置时势能最大。注意：小球初位置为 ( )0, R  

同时( 5=Eq mg )  
解： 

 

 
Figure 2. Potential energy field in the pipeline 
图 2. 管道中的势能场 

 
如图 2，我们先建立坐标系，设小球在 t 时刻的位置为 ( ),x y 首先小球的势能是电势能和重力势能的

综合，且势能的减少量是功的增加量。所以这个问题转化为求功 W 的最大值。 
此时 W 可以表示为 

( )= − + −W Eqx mg R y                                  (1) 

由题设可知： 
2 2 2λ = + −x y R                                     (2) 

于是问题转化成 W 在条件(2)限制下的极值问题： 

( ) ( ), ,λ λ= − + − +L x y Eqx mg R y                             (3) 

2 0= − + =xL Eqx x                                    (4) 

2 0= − + =yL mg y                                    (5) 
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2 2 2 0λ = + − =L x y R                                    (6) 

求解上述方程组得到驻点
5 ,
26 26

 
 
 

R R
，因为在限制条件内只有一个驻点，该驻点为极值点，也为

最值点。 
在该点处所做功最小为 ( )1 26−mgR ，其势能最大。 
拉格朗日乘数法是条件极值问题的一个重要方法，也是解决约束变分问题的一个重要方法。结合上

例，可以看出利用拉格朗日乘数法求解极值问题首先要根据实际问题给出目标函数，然后再根据实际问

题给出对变量的限制条件，并求解目标函数对各个变量的偏导数为零的点，最后需要判别求解出来的这

些点是不是所要求的极值点，这是拉格朗日乘数法的一个难点，不过在很多情形下，结合实际题目的意

义就可以判别这些点是否是极值点，上例就属于这种情况。 

2.3. 利用欧拉–拉格朗日方程进行对物理运动方程进行求解 

欧拉–拉格朗日方程是经典力学里的重要方程，在大学物理有不少应用，为此我们首先给出以下几

个定义。 
定义 1 (拉格朗日函数) [7]格朗日函数表示为 

= − T V  

其中表示拉格朗日量，T 为动能，V 为势能。 
在分析力学里，一个动力系统的拉格朗日函数，是描述整个物理系统的动力状态的函数。假设已知一个

系统的拉格朗日函数，则可以将拉格朗日量直接代入拉格朗日方程，稍加运算，即可求得此系统的运动方程。 
定义 2 (哈密顿原理) [8]对于任何有势力作用下的完整的系统的质点系，在给定始点 0t 和终点 1t 的状

态后，其真实运动与任何容许运动的区别是真实运动使泛函 
1

0
d= ∫ 

t

t
J t  

达到极值，也便是 
1

0
d 0δ δ= =∫ 

t

t
J t  

其中是定义 1 中的拉格朗日函数。 
定义 3 (自由度) 

确定某物体空间位置所需要的独立坐标的数目 ∈i N ，称作物体的自由度数，可分为平动自由度，转

动自由度等。 
例如，图 3 球体的平动自由度 3=i ，平动轴为 , ,x y z  

 

 
Figure 3. Degrees of freedom in three-dimensional space 
图 3. 三维空间的自由度 
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定义 4 (广义坐标系)广义坐标即能够唯一确定系统位形的独立坐标。 
例如，二维平面下的单摆，单摆线(线长为 l)和铅垂线的夹角θ 即是一个广义坐标，亦或者选取笛卡

尔坐标系来描述单摆，则 x 可以说成是一个广义坐标，因为此时 y 可以用 x 轴来导出，并且此时 y 用 x
的表出是唯一的( 2 2= −y l x )。但此时不可用 y 作为一个广义坐标，因为 x 用 y 的表出不唯一

( 2 2= ± −x l y )。 
定义 5 (广义力) [9] [10]广义力 iQ 是光义坐标 iq 对应的力，其量纲由广义力与广义坐标的虚位移(即无

穷小位移)的乘积决定的。 
若一个系统的状态可以由几个独立的广义坐标 ( ) , 1, 2,3, ,= iq t i N 和时间 t 的函数描述，则广义坐标

关于时间的函数可通过拉格朗日方程解出，即在一般情况下，拉格朗日方程可表达为 

d
d
 ∂ ∂

− = ∂ ∂ 
i

i i

T T Q
t q q

 

其中 iQ 表示对应 iq 的广义力， ∈i N 。 
在 N 小于 3n 的情况下(n 为系统质点数)，即广义坐标个数比 x 坐标少，拉格朗日方程表示为 

d
d

∂ ∂
=

∂ ∂

 

i it q q
 

该方程也称作保守系统的拉格朗日方程。这里 iq 表示为 iq 对时间 t 的一阶导函数。 
有了以上这些概念后，接下来通过几个例子来说明这些概念在解决大学物理中的问题的应用。 
例 3：质量为 m，半径为 r 的圆柱体在一空心圆柱体体内的内表面上做纯滚动运动。空心圆柱体的质

量为 M，半径为 R，可绕中心水平轴 O 转动，两圆柱体均系均质，求系统的运动微分方程组。 
 

 
Figure 4. Motion of small cylinder in hollow cylinder 
图 4. 空心圆柱中小圆柱体的运动 

 
解：系统的自由度 2=n ，如图 4 所示，取空心圆柱体的转角ϕ 和两圆柱体的中心连线的转角θ 为广

义坐标。这里空心圆柱体的转角ϕ 和两圆柱体的中心连线的转角θ 均是关于时间 t 的函数 

易得圆柱体滚动得转动惯 21
2

=J mr ，设圆柱体得角速度为ω 。 

圆柱体的中心速度为 

( )1 θ= − v R r  

圆柱体的角速度为 

( )1ϕω θ ϕ θ−  = − = − − 


 



R R r R R r
r r r
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空心圆柱的边缘线速度 
ϕ= v R  

且系统的动能为 
2 2 2

1
1 1 1
2 2 2

ω= + +T Mv mv J  

将 v1，ω ，v 代入可得，系统动能 

( ) ( )
2 22 21 1 1

2 2 4
ϕ θ ϕ θ   = + − + − −   

 

 T MR m R r m R R r  

系统势能 
( )cosθ= − −V mg R r  

从而得到拉格朗日函数 

( ) ( ) ( )
2 22 21 1 1 cos

2 2 4
ϕ θ ϕ θ θ   = − = + − + − − + −   

 

  T V MR m R r m R R r mg R r  

计算
ϕ
∂
∂ 

L
，

θ
∂
∂ 

L  

( )2 21 1
2 2

ϕ ϕ θ
ϕ
∂

= + − −
∂



 



L MR mR mR R r  

( ) ( ) ( )2 1
2

θ ϕ θ
θ
∂  = − − − − − ∂

 





L m R r m R r R R r  

从而计算各偏导数，得到 

( )0, sinθ
ϕ θ
∂ ∂

= = − −
∂ ∂

L L mg R r  

( )2d 1
d 2

ϕ ϕ θ
ϕ
∂  = + − − ∂



 



L MR mR R R r
t

 

( ) ( ) ( )2d 1
d 2

θ ϕ θ
θ
∂  = − − − − − ∂

 





L m R r m R r R R r
t

 

将上式代入拉格朗日方程并化间即可得到系统得运动微分方程组为 

( ) ( )2 0θ ϕ− − + =

m R r M m R ， 

( )3 2 sin 0ϕ θ θ− − − =

R R r g 。 

例 4：椭圆摆由质量为 1m 的物块和质量为 2m 的单摆组成，物块可在光滑的水平面上滑动，摆臂长度

为 L，摆臂的质量可忽略不计，用光滑铰链连接在物块上，求系统的运动方程。 
 

 
Figure 5. Motion of an elliptical pendulum 
图 5. 椭圆摆的运动 
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解：取 Ox 轴的 x 和摆的转角θ 为广义坐标，如图 5 所示，则 
物体的动能为 

2
1 1

1
2

= T m x ， 

单摆的动能为 

( ) ( )2 2

2 2
1 cos sin
2

θ θ θ θ = + +  
 

T m x L L  

则系统的动能为 

1 2= +T T T  

系统的势能为 

2 cosθ= −V m gL  

从而系统的拉格朗日函数 

( ) ( )2 22
1 2 2

1 1 cos sin cos
2 2

θ θ θ θ θ = − = + + + +  
 

  T V m x m x L L m gL  

求各导数，得到 

2 20, sin sinθ θ θ
θ

∂ ∂
= = − −

∂ ∂




L L m Lx m gL
x

 

2
2 2 2

d cos sin
d

θ θ θ θ
θ
∂

= + −
∂

 

 



L m L m Lx m Lx
t

 

( ) 2
1 2 2 2

d cos sin
d

θ θ θ θ∂
= + + −

∂
 





L m m x m L m L
t x

 

将上面各式代入拉格朗日方程，即可得到系统的运动方程 

( ) ( )2
1 2 2 cos sin 0θ θ θ θ+ + − = 

m m x m L  

cos sin 0θ θ θ+ + =

L x g  

拉格朗日方程是经典力学描述物体运动的一个重要方程，比如在动力系统的研究中经常会用到拉格

朗日方程。从上面两个例子可以看出，拉格朗日方程在普通物理的学习中也有广泛的应用，掌握好这个

方程的相关概念和用法，对我们学好普通物理大有裨益。 

3. 小结 

通过上述例子可以看出，大学物理中很多问题都可以转化成数学中的极值问题进行求解，也就是利

用变分方法来解决这类问题。利用变分方法求解这类问题的一个重要步骤是根据所给问题找出目标函数

的表达式以及函数中变量的变化范围，然后就可以把问题转化成数学中函数的极值问题了。经常这样训

练，一方面可以提升我们对物理现象的理解，同时也加强我们对数学工具的应用能力，进而提高自身的

综合能力。 
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