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摘  要 

行列式是高等代数课程中的一个基本概念，是探讨线性方程组的重要工具之一。行列式计算方法灵活多

样，其计算要依据行列式的特点选取恰当的方法。本文通过对行列式的定义及性质的研究，探讨了具体

型行列式及抽象型行列式的若干计算方法，如加边法、拆项法、析因子法，并通过具体例题分析这些方

法的应用，为后续的学习提供更加全面的指引与参考。 
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Abstract 
Determinant is a basic concept in advanced algebra course and one of the important tools to ex-
plore linear equations. The determinant calculation method is flexible and diverse, and the calcu-
lation should choose the appropriate method according to the characteristics of the determinant. 
Through the study of the definition and nature of determinant, this paper discusses some calcula-
tion methods of concrete determinant and abstract determinant, such as edge addition method, 
dissolving method, factor analysis method, and analyzes the application of these methods through 
specific examples, so as to provide more comprehensive guidance and reference for the follow-up 
study. 
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1. 引言 

行列式是高等代数课程中的一个基本概念，其计算是高等代数学习中的重要内容。行列式也是一个

重要的数学工具，在线性代数、多项式理论以及微积分学中有着重要的应用。它可以用于判断空间几何

中的两直线关系，也可以判断方程组解。行列式的计算在不同学科领域也有重要应用，学习行列式的计

算，有助于构建数学知识体系。根据行列式元素的特点，可以将行列式划分成具体型行列式和抽象型行

列式。具体型行列式的计算方法灵活多变，在《高等代数》[1]中就介绍了定义法、化三角法、范德蒙德

行列式法等方法。在吕淑君[2]的研究中，根据行列式行列的特点，总结了滚动消去法及逐项相加减法。

此外，张莹[3]还总结了拉普拉斯定理法及特征根法。在行列式计算过程中需要根据不同行列式的特点选

择适当的方法，这对解题技巧有较高要求。抽象型行列式的计算需要结合方阵、伴随矩阵等相关知识，

对公式的灵活运用有较高要求，在王建红[4]的研究中就对抽象行列式的计算技巧进行了归纳总结。本文

基于行列式的定义及性质，对行列式的计算进行更深入的探讨，以便读者更好地掌握其计算方法与技巧，

为后续的学习提供更加全面的指引与参考。 

2. 具体型行列式的计算方法 

2.1. 定义法 

( ) ( )1 2

1 2
1 2

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2
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n
n

n

j j jn
j j nj

j j j

n n nn
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τ= −∑
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由定义可知，行列式的展开是 !n 项的代数和。因此，由定义法计算高阶的行列式是非常麻烦的。定

义法适用于计算低阶行列式 ( )3n ≤ 或零元素较多的行列式。 
例 2.1 计算行列式[1]： 

0 1 0 0
0 0 2 0

0 0 0 1
0 0 0

nD
n

n

=
−

�
�

� � � � �
�
�

. 

解析：这是一个 n 阶行列式，虽然行列式阶数高，但观察可知，此行列式的零元素非常多，非零元

素为 n 个。因此，各项乘积为非零项的只有一项 1 21 32 , 1n n na a a a −� 。 
而 
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( )( )1 1 1n n nτ × × × − = +� . 

故 

( ) ( ) ( )1 11 1 1 1 !n n
nD n n n+ += − × × × × − = − ×� . 

注意：定义法是《高等代数》[1]中最基本的方法，对于高阶行列式而言，其展开式所含项太多，当

高阶行列式中的元素大多数为零元素或者是低阶行列式 ( )3n ≤ ，才考虑使用定义法。 

2.2. 化三角法 

2.2.1. 主对角线行列式(上(下)三角形行列式) 
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2.2.2. 副对角线行列式 
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1
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. 

化三角法是行列式计算的基本方法之一，利用化三角法计算行列式时，行列式本身不一定满足对角

线形式，通常需要结合行列式的性质及行列式的特征，对行列式进行适当变换，化为主(副)对角线形式。

通常根据行列式元素排列及行列的规律，将首行首列元素化为 1，以首行首列元素为基准，通过对其它

行(列)做“倍乘”、“倍加”等变换，最后化为主(副)对角线形式。使用化三角法的目的是将行列式转化

为对角线形式的计算，从而达到简化计算的效果。 
例 2.2 计算 n 阶行列式[1]： 

n

a b b b
b a b b

D b b a b

b b b a

=

�
�
�

� � � � �
�

. 

解析：首先观察该行列式的元素排列规律：每一行(列)都由两个元素 ,a b 组成，且每行(列)之和都相

等。因为 ,a b 可能为零，所以不能直接化首行首列元素为 1。因为每行之和相等，因此，可以将第 2,3, , n�

列元素都加到第 1 列，然后通过提取公因子，将第一行(列)的所有元素化为 1，再进一步通过变换，将行

列式化为三角形行列式。 

( )
( )
( )

( )

( )

1 1
1 1

11 1

1 1

n

a n b b b ba b b b b b b
a n b a b bb a b b a b b

D a n ba n b b a bb b a b b a b

a n b b b ab b b a b b a

+ −
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�� �

. 

提取公因式后，行列式第一行为特殊行，其它行与第一行有 ( )1n − 个相同元素。因此，其它各行与

第一行相减，将每行化简为只含一个非零元素，可得 
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( ) ( ) ( ) 1
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注意：化三角形行列式时，若各行(列)之间存在特殊关系，如比例关系，则可将各行(列)与特殊行(列)
做变换化为三角形行列式。若无特殊行(列)，各行(列)之间无特殊关系，则观察是否具有行(列)之和相等

的性质，若具有该性质，则可将所有元素都加到某一行(列)，再提出公因子，使该行(列)元素全化为 1，
从而再进一步对行列式变换化为三角形行列式。 

2.3. 降阶法 

降阶法是指通过行列式的变换，降低行列式阶数，将高阶行列式降为低阶行列式再计算。降阶法的

思路是通过对行列式的某行(列)作变换，使该行(列)的大多数非零元素化为零元素，再根据行列式的展开

定理，将该行(列)展开，使行列式降阶。行列式每展开一次，行列式的阶数便降低一阶，直至行列式化简

为能直接计算出来为止。当行列式的某行(列)的零元素较多时，考虑将该行(列)展开。除此之外，也可以

将矩阵分块，利用拉普拉斯展开式计算。 

2.3.1. 行列式展开定理 

按行展开： ( )1 1 2 2 1 1, 2, ,i i i i in in ij ijj
nA a A a A a A a A i n
=

= + + + = =∑� � . 

按列展开： ( )1 1 2 2 1 1, 2, ,j j j j nj nj ij iji
nA a A a A a A a A j n
=

= + + + = =∑� � . 

例 2.3 计算 n 阶行列式[1] 

0 0 0
0 0 0
0 0 0 0

0 0 0
0 0 0

n

a b
a b

aD

a b
b a

=

�
�
�
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�
�

. 

解析：该行列式的特点是：每行(列)只有两个非零元素，其余都为零元素，因此考虑行列式按某一行

(列)展开。 
按第一列展开，得 

( ) 1

1 1

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

n
n

n n

a b b
a a b

D a b
a b b

a a b

+

− −

= + −

� �
� �

� � � � � � � � � �
� �
� �

. 

行列式按第一列展开后，可得两个上、下三角行列式，因此： 

( ) 11 nn n
nD a b+= + − . 

2.3.2. 拉普拉斯定理 
拉普拉斯定理的基本思路是将高阶矩阵分块，利用行列式的性质，将行列式转换为适用拉普拉斯定

理的形式，再用拉普拉斯展开公式计算行列式。 
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1) 设 A 为 m 阶矩阵，B 为 n 阶矩阵，则 
A O A C A O

A B
O B O B C B

= = = . 

( )1 mnO A C A O A
A B

B O B O B O
= = = − . 

2) 设 A 为 n 阶方阵，D 为 m 阶方阵，则 
当 A 可逆时，有 

1A B
A D CA B

C D
−= − . 

当 D 可逆时，有 

1A B
D A BD C

C D
−= − . 

例 2.4 计算行列式[5] 

1 1

2 2
4

3 3

4 4

0 0
0 0
0 0

0 0

a b
a b

D
b a

b a

= . 

解析：该行列式零元素与非零元素个数相同，且零元素与非零元素位置排列呈现规律性。故，可以

结合行列式的性质，变换行列式元素排列形式，再利用拉普拉斯展开式计算。 
首先将第二、四列互换，再将第二、四行互换，可得： 

( ) ( ) ( )

1 1 1 1

2 2 4 4
4

3 3 3 3

4 4 2 2

0 0 0 0
0 0 0 0

1 1 1
0 0 0 0

0 0 0 0

a b a b
b a b a

D
a b a b

b a b a

= − = − × − . 

此时行列式可以利用拉普拉斯展开式计算： 

( )( )1 1 3 3
4 1 4 1 4 2 3 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 1 4 2 3 1 4 2 3

4 4 2 2

a b a b
D a a b b a a b b a a a a b b b b a a b b b b a a

b a b a
= = − − = + − − . 

注意：降阶法也是行列式计算的基本方法之一，当计算过程中行列式某行(列)的零元素较多，就可以

考虑采用降阶法。该方法的应用通常结合行列式的其它计算方法，如拆分法、加边法等。 

2.4. 加边法 

加边法是指在不改变行列式的值的前提下，为行列式增加一特殊行(列)，再计算行列式的方法。对于

一些不适合作“倍乘”、“倍加”、“倍减”运算的行列式，考虑使用加边法。在贾凌云[6]、于雪和张

秋生[7]的研究中，总结了四类适用加边法的行列式的特点：主对角线的元素相同，其它元素也相同；主

对角线的元素各不相同，其它行(列)的元素都相同；主对角线的元素各不相同，其它同行(列)元素相同；

主对角线上元素各不相同，其它同行(列)元素不相同但是有公因子。 
添加行(列)的方式可分为首行首列、首行末列、末行首列、末行末列。通常是添加首行首列，新增的

行和列，需要首行首列元素为 1，添加的行(列)的其它元素，根据原行列式元素的规律性，选择合适的元

素填入，通常是填入每行(列)相同的元素，添加的列(行)的其他元素全为零。 
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例 2.5 计算 n 阶行列式： 

1 1 2

1 2 2

1 2

n

n
n

n n

a x a a
a a x aD

a a a x

+
+

=

+

�
�

� � � �
�

. 

其中 0, 1, 2, ,ix i n≠ = � 。 
解析：该行列式的特点是主对角线上元素两两不相同，每行对应位置元素相同。因此可以考虑增加

一行一列，将行列式中许多元素化为零，转换为熟悉的行列式形式进行计算。 

1 2
1 1 2

1 1 2
1 2 2

1 2 2

1 2
1 2 1

1
0
0

0

n
n

n
n

n n

n n
n n n

a a aa x a a a x a aa a x aD a a x a

a a a x a a a x
+

+
+

+
= = +

+
+

�
�

�
�

�
� � � �

� � � � �
�

�

. 

该行列式第一行为特殊行，与其余各行有 ( )2n − 个相同元素。因此，其余各行与第一行作差，可得 

1 2

1

2

1

1
1 0 0
1 0 0

1 0 0

n

n

n n

a a a
x

D x

x
+

−
= −

−

�
�
�

� � � � �
�

. 

因 ( )0 1,2, ,ix i n≠ = � ，通过加边法，行列式增加了一个特殊列，所以将行列式的第二列的
1

1
x
加到

第一列，第三列的
2

1
x

加到第一列⋯第 1n + 列的
1

nx
加到第一列，可将行列式化简为上三角行列式： 

1 2
1

1
1 2

12

1

0 0 0 1
0 0 0

0 0 0

n
i

n
i i

n
i

n n
i i

n

a
a a a

x
axD x x x

x x

x

=

=

+

 
= = + 

 

∑

∑

�

� �
�

� � � � �
�

. 

注意：加边法的目的是在不改变行列式的值的前提下，给行列式增加特殊行(列)，这样可以将行列式

中大多数元素化为零元素，使行列式计算更加简单。 

2.5. 拆分法 

若行列式的某行(列)元素等价于两个及以上的数求和，则可以用多位数相加的形式表示原元素，再利

用行列式的性质，将原行列式拆分为多个行列式相加。若行列式某些元素不具备这种形式，也可以将其

拆成两项之和，其中一项为零元素即可。拆分法可以分为大拆分法和小拆分法。大拆分法即每行(列)元素

都拆成两项或多项之和，小拆分法只拆分行列式的某一行(列)。 
例 2.6 计算 n 阶行列式 

n

a b b b
b a b b

D b b a b

b b b a

=

�
�
�

� � � � �
�

. 
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方法一：大拆分法 
解析：该行列式每一元素都可以由两个数之和表示，因此，将行列式所有元素都拆成两项之和，并

使拆分后的两项元素与原行列式元素相关。可得 

( )
( )

( )

( )

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0

n

b a b b b b
b b a b b b

D b b b a b b

b b b b a b

+ − + + +
+ + − + +

= + + + − +

+ + + + −

�
�
�

� � � � �
�

. 

n阶行列式拆开后可得 2n 个行列式，其中，第 i行元素要么为 ( ), , ,b b b� ，要么为 ( )0, ,0, ,0, ,0a b−� � 。

由行列式的性质可知，若有两行元素都是 ( ), , ,b b b� ，该行列式值为零。所以，虽然原行列式拆开可得 2n

个行列式，但不为零的行列式只有两类：一类是每一行都取 ( )0, ,0, ,0, ,0a b−� � ，即为 

( )

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0

n

a b
a b

a ba b

a b

−
−

= −−

−

�
�
�

� � � � �
�

. 

另一类是只有一行取 ( ), , ,b b b� ，其它行全取 ( )0, ,0, ,0, ,0a b−� � ，这样的行列式有 n 个，且每个

行列式的值都相同，即 

( ) 1
0 0 0
0 0 0

0 0 0

n

b b b b
a b

b a ba b

a b

−
−

= −−

−

�
�
�

� � � � �
�

. 

所以 

( ) ( ) ( ) ( )1 11n n n
n

a b b b
b a b b

D nb a b a b a n b a bb b a b

b b b a

− −= = − + − = + − −  

�
�
�

� � � � �
�

. 

注意：用两个元素相加表示原元素的方式很多，关键是需要根据行列式的特征选择恰当的拆分方式。

此题元素 a 也可以拆分为 0a + ，元素 b 拆为 ( )a b a+ − 。但因元素 a 的位置排列有规律性，按照题中拆

分的方式计算会更便捷。 
方法二：小拆分法 
对 nD 的第一行使用拆分法，可得： 

( ) 0 0 0 0 0 0

n

b a b b b b a b b b b b
b a b b b a b bb a b b

D b b a b b b a bb b a b

b b b a b b b ab b b a

+ − + + + −

= = +

� � �
� ��
� ��

� � � � � � � � � �� � � � �
� ��

. 
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拆分后可得两个常见行列式，对行列式的特殊行展开并运算，可得： 

( ) ( ) ( ) 1
1 1

0 0 0
0 0 0

0 0 0

n
n n n

b b b b
a b

D a b D a b D b a ba b

a b

−
− −

−
= − + = − + −−

−

�
�
�

� � � � �
�

. 

当 a b≠ 时，有 

( ) ( )
1

1
n n

n n

D D b
a ba b a b

−
−= +

−− −
. 

说明
( )

n
n

D
a b

  
 

−  
是一个等差数列， 1D a b= − ，所以 

( )
( ) ( )1 1 1n

n

n b a n bD D
a b a b a ba b

− + −
= + =

− − −−
. 

即有 

( ) ( ) 11 n
nD a n b a b −= + − −   . 

上式对 a b= 也成立。 
注意：无论是大拆分法还是小拆分法，拆出的两项元素要么与行列式元素相关，要么为零元素。虽

然大拆分法拆开得到 2n 个行列式，看似运算量增大，但结合行列式的性质，最后只会保留不为零的行列

式。使用拆分法的目的是把特殊型行列式转化为熟悉的行列式，通常转化为三角形行列式或行列具有特

殊规律的行列式，如行、列和相等的行列式，有时也会结合递推法。当行列式的某行(列)元素能明显地表

示为两项元素相加时，优先考虑拆分法。 

2.6. 递推法 

递推法即利用行列式的性质，通过降阶，找出 nD 与 1 2, ,n nD D− − �之间的关系，再利用递推关系式求

出行列式的值。其中， nD 与 1nD − 要有完全相同的元素分布规律。 
例 2.7 计算 n 阶行列式 

1

2

3

1

1 0 0 0
1 0 0

0 0 0

0 0 1
0 0 0

n

n

n

a
a x
a xD

a x
a x
−

=

�
�
�

� � � � � �
�
�

. 

解析：该行列式的特点是：第一列元素按次序排列，行列式第一列外的每行(列)元素呈循环性排列，

nD 与 1nD − 有完全相同的元素分布规律，考虑递推法。 
按第 n 行展开，得 

( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 1

1

1 0 0 0
1 0 0

1 1 1 10 0 0

0 0 1

n n n n n
n n n n n n n

n

x
D a x D a xD a xDx

x

+ + + −
− − −

−

= × − + − = − × + = − +

�
�
�

� � � � �
�

. 
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按递推关系式 1n n nD a xD −= − + ，有 

( )
( )

( )

1

1 2
2

1 2 3

2 2
1 2 2 1

2 1
1 2 1 .

n n n

n n n

n n n n

n
n n n

n
n n n

D a xD
a x a xD

a a x x a xD

a a x a x x a xD
a a x a x a x

−

− −

− − −

−
− −

−
− −

= − +
= − + − +

= − + − +
=
= − − + + − +

= − − − −

�
�

�

 

2.7. 数学归纳法 

数学归纳法一般适用于结论已知的行列式的证明。在用数学归纳法计算或证明行列式的值时，首先

要计算 1n = 或 2n = 的行列式，找出一般规律，归纳出行列式的结论，再假设 n k< 或 n k= 时行列式结

论成立，最后利用假设的结论，证明 n k= 或 1n k= + 时结论也成立。 
例 2.8 证明行列式[1] 

cos 1 0 0 0
1 2cos 1 0 0
0 1 2cos 0 0 cos

0 0 0 2cos 1
0 0 0 1 2cos

n

a
a

aD na

a
a

= =

�
�
�

� � � � � �
�
�

. 

解析：利用数学归纳法： 1n = 时， 1 cosD a= ，显然成立。 2n = 时， 

2
2

cos 1
2cos 1 cos 2

1 2cos
a

D a a
a

= = − = ，命题成立。 

假设 n k< 时，命题成立。 
考虑 n k= 时，按 kD 的最后一行展开，得 

1 2

cos 1 0 0 0
1 2cos 1 0 0
0 1 2cos 0 0 2cos

0 0 0 2cos 1
0 0 0 1 2cos

k k k

a
a

aD aD D

a
a

− −= = −

�
�
�

� � � � � �
�
�

. 

利用归纳假设可知， 

( ) ( )1 2cos 1 , cos 2k kD k a D k a− −= − = − , 

代入 kD 便有 

( ) ( ) ( ) ( )2cos cos 1 cos 2 cos cos 2 cos 2 coskD a k a k a ka k a n a na= − − − = + − − − =   . 

因此，命题对任何正整数 n 均成立。 

2.8. 范德蒙德行列式法 

( )
1 2
2 2 2
1 2

1

1 1 1
1 2

1 1 1

, 2
n

n j j
i j n

n n n
n

x x x
x x x x x n

x x x

≤ < ≤

− − −

= − ≥∏

�
�
�

� � � �
�

. 
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例 2.9 已知 2n ≥ ，计算行列式 

1 2
2 2 2
1 2

1 2

n

n
n

n n n
n

a x a x a x
a x a x a x

D

a x a x a x

+ + +

+ + +
=

+ + +

�
�

� � � �
�

. 

解析：该行列式元素不成比例，且行列式的每一项的次数不同，零元素较少，因此不考虑通过行列

式展开“倍乘”、“倍加”等变换。如果行列式中所有项都不含元素 a，则可以利用范德蒙德行列式计

算。考虑加边法，为行列式增加特殊行(列)。 

1 2
2 2 2
1 2

1 2 1

1
0
0

0

n

n n

n n n
n n

a a a
a x a x a x

D a x a x a x

a x a x a x
+

+ + +
= + + +

+ + +

�
�
�

� � � � �
�

. 

第一行为新增得特殊行，其它各行减去第一行，得 

1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 1
0 1
0 1

0 1

n n

n n n

n n n n n n
n n

a a a a a a
a x a x a x x x x

D a x a x a x x x x

a x a x a x x x x

+ + + −
= + + + = −

+ + + −

� �
� �
� �

� � � � � � � � � �
� �

. 

对行列式第一列使用拆分法，将首行首列的元素 1 拆为 ( )1a a− + + ，第一列其余元素−1 拆为 
1 0− + ，得 

( )
1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1

1 1
1 1 0
1 1 0

1 1 0
1

1 0
1 0

1 0
1 1 1 1
1

n n

n n n

n n n n n n
n n

n n

n n

n n n n n n
n n

a a a a a a a a
x x x x x x

D x x x x x x

x x x x x x
a a a a a a a a

x x x x x x
x x x x x x

x x x x x x

x
a

− + +
− − +

= − = − +

− − +

− +
−

= − +

−

= −

� �
� �
� �

� � � � � � � � � �
� �

� �
� �

� �
� � � � � � � � � �

� �

�

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2
2 2 2 2

2 2 2 1 2
1 2

1 2
1 2

1 1 1 1

1 1 1

1 1

1

1 1

1 1 .

n
n

n
n

n n n
n n n n

n
n n

k i j k i j
k j i n k j i n

n n

k k i j
k k j i n

x x x
x x

x x x
x x x a

x x x
x x x

a x x x a x x x

a x a x x x

= ≤ < ≤ = ≤ < ≤

= = ≤ < ≤

+ +

= − − − + + −

 
= + − − − 
 

∏ ∏ ∏ ∏

∏ ∏ ∏

�
�

�
�

� � � �
� � � � �

�
�
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注意：本题综合了加边法、拆分法及范德蒙行列式法。当行列式形似范德蒙行列式，但缺少某行或

者某列时，可以通过加边法，将行列式构造为范德蒙行列式形式再计算。 

2.9. 析因子法 

如果行列式中的大部分元素是数字或字母，而某些元素是变量 x 的多项式，那么可以用多项式 ( )f x
表示该行列式。当变量 x 取某特定值时， ( )f x 等于零，则可以得到 ( )f x 的因式。结合多项式理论，将 ( )f x
表示为这些一次因式与未知常数的乘积，再利用待定系数法，求出未知常数的值。如果变量 x 所在的行(列)
的其余元素与其它任一行(列)对应元素成比例或相等，则可考虑利用析因子法求解。 

例 2.10 计算行列式[8] 

2

4

2

1 1 2 3
1 2 2 3
2 3 1 5
2 3 1 14

x
D

x

−
=

−

. 

解析：该行列式含有变量 x，且含有变量的行(列)的其它元素与其它行(列)对应的元素相等，因此，

考虑用析因子法。 

( ) ( )
2

1 1 2 3
1 1 2 3

1 1 0
2 3 1 5
2 3 1 14

f f

x

= − = =

−

, 

( ) ( )
2

1 1 2 3
1 2 2 3

3 3 0
2 3 1 5
2 3 1 5

x
f f

−
= − = = . 

由上可知， ( )f x 有因式 ( )1x + 、 ( )1x − 、 ( )3x + 、 ( )3x − ，且 ( )f x 最高次数为 4。因此，有 
( ) ( )( )( )( ) ( )( )2 21 1 3 3 1 9f x k x x x x k x x= + − + − = − − 。 

由原行列式可知，含 4x 的项为 ( )( )2 22 14x x− − 及 ( )( )2 24 2 14x x− − − 。由待定系数法可得， 3k = − 。 
( ) ( )( )2 23 1 9f x x x= − − − 。 

3. 特殊类型行列式及计算 

3.1. 循环行列式 

循环行列式[9]的特点是行列式每行(列)的元素都相同，位置排列有次序。由于每行(列)元素呈规律性

排列，因此结合行列式的性质，对行列式每行(列)元素作“倍乘”、“倍加”、“倍减”，将更多元素化

为零元素，再结合降阶法或化三角形法，从而求行列式的值。 
例 3.1 计算 n 阶行列式[1] 

1 2 3
2 3 4 1
3 4 5 2

1 2 1

n

n

D

n n

=

−

�
�
�

� � � � �
�

. 
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解析：该行列式每行(列)元素相同，相邻两行(列)对应元素之间差值为 1，因此，对相邻两行做减法。

从最后一行开始，上一行的−1 倍依次加到下一行，可得 

1 2 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

n

n n
n

D n

n

−
−

= −

−

�
�
�

� � � � �
�

. 

此时，行列式第一列为特殊列，行列式中有大量元素 1。故，将第一列的−1 倍依次加到每一列，得到 

1 1 2 1
1 0 0
1 0 0

1 0 0

n

n n
n

D n

n

− −
−

= −

−

�
�
�

� � � � �
�

. 

除第一列以外，其它列只含两个非零元素，其中每列都含共同因子 n− 。故，第 2,3, , n� 列的
1
n
倍加

到第一列，有 

( )

( )
( )( )

( )

( )
( )

1 2
1

2

11
2

1 11 1 2 1

0 0 0
0 0 0

0 0 0

0 0
0 011 1

2
0 0

1 1
2

( 1)1 .
2

n

n n
n

nn n

n n n
n n

n
D n

n

n
n

n

n

n n

n n

− −
−

−−

−
+ + − −

−
=

−

−

−

− = + −  
−

+
= − −

+
= −

� �

�

�

� � � � �

�

�

�

� � � �

�

 

3.2. 箭形行列式 

箭形行列式的特点是除了第一列、第一行及主对角线元素外，其余元素均为零。计算此类行列式时，

通常将其转化为三角形行列式。 
例 3.2 计算 n 阶行列式[1] 

0

1

2

1 1 1
1 0 0
1 0 0

1 0 0

n

n

a
a

D a

a

=

�
�
�

� � � � �
�

. 
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解析：根据行列式的特点，只要将第一列除 0a 外的所有元素 1 化为零，行列式就转化为了上三角行

列式。 

从第二列至第 n 列分别乘以 ( )1 1,2, ,
i

i n
a

− = � 加到第一列，可得 

0
1

1
1 2 0

12

1 1 1 1 1

0 0 0 1
0 0 0

0 0 0

n

n

n n
i i

n

a
a a

a
D a a a a

a a

a

=

− − −

 
= = − 

 
∑

� �

�
�

�
� � � � �

�

. 

注意：箭形行列式只需要将除主对角线外的非零行(列)元素全部化简为零元素，即可得到上(下)三角

行列式进而运算。 

3.3. 三对角线型行列式 

三对角线型行列式的特征是主对角线和主对角线上下两条相邻的斜对角线共三条斜线的元素全部为

非零元素，行列式的其余元素全为零元素。满足该特点的行列式一般都是利用递推法，有时候也会结合

数学归纳法。 
例 3.3 计算 n 阶行列式[1] 

0 0 0
1 0 0
0 1 0 0

0 0 0 1

nD

α β αβ
α β αβ

α β

α β

+
+

= +

+

�
�
�

� � � � � �
�

. 

解析：因为 nD 与 1nD − 有相同的元素分布规律，因此利用递推法。 

nD 按第一行展开，得 

( ) 1

1

1 0 0
0 0 0

0 0 1

n n

n

D D

αβ
α β

α β αβ

α β

−

−

+
= + −

+

�
�

� � � � �
�

. 

将上式右端 1n − 阶行列式按第一列展开，得 

( ) 1 2n n nD D Dα β αβ− −= + − . 

将该递推公式变形，就有 

( )1 1 2n n n nD D D Dα β α− − −− = − . 

( )1 1 2n n n nD D D Dβ α β− − −− = − . 

结合 1D α β= + ， 2 2
2D α αβ β= + + ，可得 

( ) ( )2
1 1 2 2 1

n n
n n n nD D D D D Dα β α β α β−

− − −− = − = = − =� . 

( ) ( )2
1 1 2 2

n n
n n n nD D D D a Dβ α β αβ α−

− − −− = − = = − =� . 
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故 

( )
1

1
2

1 2 2 3 3 2
2

1 2 2 2 2 1 .

n
n n

n n
n

n n n n n

n n n n n n

D D

D

a a a D

a a a

β α

β α β α

β αβ β β

β αβ β β β α

−

−
−

− − − −

− − − −

= +

= + +

=

= + + + + +

= + + + + + +

�

�

�

 

注意：要根据行列式的特点选择适当的方法，如下式 nD 则适合数学归纳法。 

cos 1 0 0 0
1 2cos 1 0 0
0 1 2cos 0 0

0 0 0 2cos 1
0 0 0 1 2cos

n

a
a

a
D

a
a

=

�
�
�

� � � � � �
�
�

. 

4. 抽象型行列式的计算 

抽象型行列式通常是行列式的具体元素未给出，只用抽象符号表示，其计算往往结合行列式的性质、

矩阵的知识、相似理论等，方法灵活多变，对行列式及矩阵的知识需要灵活运用。 

4.1. 利用行列式的性质 

例 4.1 已知 1 2 3, , , nγ α α α = ， 1 2 3, , , mα β γ α α+ = ，则 1 2 3, , ,3 __α α α β = 。 

解析：由行列式的性质，可得 

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

, , , , , , , , ,

, , , , , ,

, , , .n m

α β γ α α α β α α α γ α α

α α α β γ α α α

α α α β

+ = +

= −

= − =

 

因此， 

1 2 3, , , m nα α α β = + . 

( )1 2 3 1 2 3, , ,3 3 , , , 3 m nα α α β α α α β= = + . 

4.2. 利用矩阵性质 

4.2.1. 矩阵的主要公式 
设 A 是 n 阶可逆矩阵，则 nkA k A= 。 
若 ,A B 是同阶矩阵，则 AB A B= 。 
注意：一般而言， A B A B+ ≠ + ，对于 aA bB+ 的题目，通常要利用单位矩阵 E 作恒等变换，转

换为矩阵乘积的形式计算。 

4.2.2. 逆矩阵的性质及主要公式 
设 ,A B 是同阶可逆矩阵， 1A− 是 A 的逆矩阵，则 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 11 1 1 11, 0 ,A A kA A k AB B A

k
− − −− − − −= = ≠ = ， 
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( ) ( )1 T 1T 1 1 1,A A A A
A

− −− −= = = . 

4.2.3. 伴随矩阵的性质与主要公式 
设 A 是 n 阶可逆矩阵， *A 是 A 的伴随矩阵，则 

1* 1 * * *, ,nA A A A A AA A A A E−−= = = = , 

( ) ( ) ( )
2* 2 1 ** * *,n nA A A A AB B A− −= = = , 

( ) ( ) ( ) ( )1 * * 2* 1 * * 1 *, , nn AkA k A A A A A A
A

− −− −= = = = . 

4.2.4. 正交矩阵的性质及主要公式 
设 A 是 n 阶方阵，满足 TAA E= ，则 A 是正交矩阵。 
例 4.2 设 ,A B 是为 3 阶矩阵且 14, 2, 2A B A B−= = + = ，则 1 __A B−+ = 。 
解析：由于 1A B−+ 没有运算公式，所以利用单位矩阵 E 作恒等变形。 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1

11 1 8 4.

A B EA B E B B A B A A B B A A

B B A A B

− − − − − − −

−− −

+ = + = + = +

= + = =
 

4.3. 利用矩阵的特征值及相似理论 

设 ( )ij n n
A a

×
= ， ( )1,2, ,i i nλ = � 是 A 的特征值，则 

( )
1 1

n n

i ii
i i

tr A aλ
= =

= =∑ ∑ . 

1

n

i
i

A λ
=

=∏ . 

若 ~A B ，则有 A B= ， E A E Bλ λ− = − ， ( ) ( )r A r B= 。 
例 4.3 已知 A 是 3 阶矩阵，特征值是 1，2，4，若 A 和 B 相似，则 __B E+ = 。 
解析：已知矩阵 A 的 3 个特征值，则可得行列式得值： 

1 2 3 1 2 4 8A λ λ λ= = × × = . 

由于 ~A B ，利用相似理论，则 

8B = ，且 ( ) ( )r B r A= . 

B E+ 的特征值为：2，3，5。 
则 

2 3 5 30B E+ = × × = . 

5. 小结 

行列式计算方法灵活多样，本文整理归纳了具体型行列式和抽象型行列式的若干计算方法，并总结

了每种方法对应行列式的特点。对于具体型行列式，本文主要介绍了九种方法，分别是定义法、化三角

法、降阶法、加边法、拆分法、递推法、数学归纳法、范德蒙德行列式法以及析因子法。其中，化三角

法、降阶法是行列式计算中最基本且最常用的方法，通常贯穿于具体型行列式的整个计算过程中。当行
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列式为低阶行列式 ( )3n ≤ 或为零元素较多的高阶行列式时，通常可以考虑定义法；当行列式的行(列)存
在特殊关系时，可以考虑化三角法；当行列式的行(列)含较多零元素时，可以使用降阶法；当行列式每行

有公因子但无法在保持行列式不变的基础上提出公因子时，考虑加边法，为行列式增加特殊的行(列)进行

化简；当行列式某行(列)元素能由两项之和表示时，考虑拆分法；当高阶(n 阶)行列式与其相应的低阶(<n
阶)行列式具有相同的元素排列形式时，考虑递推法；当需要证明结论已知的行列式时，考虑数学归纳法；

当行列式形如范德蒙德行列式时，考虑范德蒙德行列式法；当行列式中少量元素是变量 x 的多项式，且

含有变量所在的行(列)与其余行列成比例时，考虑析因子法。抽象型行列式的计算需要根据题目特点，灵

活运用公式。 
总而言之，行列式的计算方法灵活多变，对于不同的行列式，其计算方法往往不唯一，通常会结合

多种方法一起使用。具体选择哪种方法，需要根据行列式的特点而定。行列式的计算是高等代数中的一

个重难点，本文归纳总结的方法有一定的局限性，希望在后续的研究中继续深入探讨。 
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