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摘 要

奇异系统，也称为描述系统，广义状态空间系统，隐式系统，微分代数系统或半状态系统。它在电

力系统，经济系统，及电子网络等领域有着广泛的应用，很多问题都可以以奇异系统作为背景进

行研究。奇异系统的理论研究经过几十年的发展，已经取得了一些令人瞩目的成果，并且应用也

十分广泛，譬如在电气，机械系统，无损传输线，柔性臂控制机器人等实际系统中都有广泛应用。

本文主要运用平均脉冲间隔和线性矩阵不等式的方法讨论非线性奇异脉冲切换系统的指数稳定性

与 L2-增益。
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Abstract

Singular systems, also known as description systems, generalized state space systems,
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implicit systems, differential algebraic systems or semistate systems. It has a wide
range of applications in power systems, economic systems, and electronic networks.
Singular systems can be studied in the background. The theoretical study of singular
systems has been developed for several decades. Some remarkable results have been
obtained, and the application is also very wide, such as in electrical, mechanical sys-
tems, lossless transmission line, flexible arm control robot and other practical systems.
In this paper, the sum of average pulse intervals is mainly used. The exponential sta-
bility and L2-gain of nonlinear singular impulsive switched systems are discussed using
linear matrix inequality (LMI) method.

Keywords

Nonlinear Singular Impulse System, L2-Gain, LMI, Nonlinear Mixed Singular Impulse
Switched System
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1. 引言

1974 年奇异系统 [1] 第一次出现在大众视野中，之后奇异系统受到了研究者的广泛关注，并
且在 1989 年第一本关于奇异系统理论的专著 [2] 也相继问世。奇异系统，也称为描述系统，广义
状态空间系统，隐式系统，它广泛应用在实际系统中，比如：化工，冶金，炼油，航空航天，机械

制造等。奇异系统不仅涉及静态方程，还涉及动态方程，奇异系统也可能会存在脉冲效应，因此

我们不能总是保证奇异系统解的存在唯一性。所以当我们研究奇异系统时，我们还要考虑它的稳

定性条件，系统的正则性以及有无脉冲效应。奇异系统还能够准确地描述物理系统，因此，奇异

系统的稳定性分析在理论上和实践上都具有重要意义。实践中，许多重要和有趣的结果已经在文

献中提出。比如文献 [3] 研究了具有稳定和不稳定子系统的切换奇异系统的稳定性的充分条件。文
献 [4] 针对单输入单输出 (SISO) 切换非严格反馈非线性系统，提出了一种具有给定性能的输出反
馈控制方法。文献 [5] 研究了一类不确定奇异 Markovian 跳跃时滞系统的时滞相关鲁棒指数稳定
性问题。奇异系统的 H∞ 控制问题也受到了许多专家学者的关注，许多文献对其进行了广泛的研

究，如文献 [6] 提出了一种新的奇异系统无记忆 H∞ 控制器设计方法。

另外，L2 增益问题越来越受到众多学者的关注，作为一种系统性能的衡量，L2 增益是控制系

统的重要输入输出属性，反映了扰动输入对受控输出的影响。L2 增益被广泛应用于控制和信号处
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理上。文献 [7] 研究了切换系统的 L2 增益和 H∞ 控制问题。在文献 [8] 用 ADT 方法讨论了具有
时间变化延迟的切换系统的稳定性和 L2 增益问题。在文献 [9] 中对受时间变化的传输间隔，时变
传输延迟和通信限制的联网控制系统进行了指数稳定性和诱导 L2 增益调查。在文献 [10] 中，对非
线性系统指数稳定和 L2 增益问题做了系统的阐述。许多文献致力于切换系统的 L2 增益问题这一

块的研究，见文献 [11–13]，文献 [11] 研究了一类具有平均驻留时间 (ADT) 切换的离散时间切换
系统的稳定性和 L2 问题，文献 [12] 对不稳定模式的切换系统进行了稳定性和增益分析，文献 [13]
研究了具有快速变化系数的分段连续线性摄动系统的 L2 增益。但是有关于切换奇异系统的 L2 增

益问题的研究还比较少。

此外，现有的大部分文章考虑的奇异系统都是线性的 [14–16]，不可避免的是，现实生活中的
物理系统并不完全是线性的，例如，当我们考虑电力系统，生物系统或机械系统时，它们常表现

出强烈的非线性动态。因此，当我们想要分析或控制这些系统时，线性奇异系统模型已经不能满

足需求，因此非线性奇异系统慢慢成为近年来研究的热点 [17–19]。如文献 [17] 给出了一类具有任
意开关信号的连续时间非线性互联奇异系统的稳定性分析方法，文献 [18] 研究了一类不确定时滞
切换非线性奇异系统的 H∞ 控制问题。文献 [19] 研究了时滞时变状态切换非线性奇异系统的指数
稳定性问题。

近年来脉冲作为一种有效的控制方法，已广泛应用于卫星轨道转移、药代动力学中的剂量供

应、生态系统管理等领域见 [20–22]，脉冲微分系统的基本理论在过去的几年中得到了广泛的研究，
见 [23–25]，它的必要性和重要性在于，在很多情况下，一个真实的系统在某些时刻可能会遇到一
些突变，不能连续考虑。脉冲控制的主要思想是在某一时刻瞬间改变状态。因此，脉冲控制可以

大大降低控制成本和传输的信息量。

我们都知道在 [26] 中首次引入了平均脉冲间隔 (AII) 的概念，它适合于描述较宽的范围的脉
冲信号。许多文献 [27–31] 用平均脉冲间隔 (AII) 的方法分析系统的稳定性，文献 [27] 用模式相关
平均停留时间法研究了具有泄漏延迟和时变延迟的耦合开关神经网络的同步问题，文献 [28] 利用
平均脉冲区间法和李雅普诺夫函数法研究一般时滞混合随机泛函微分系统的指数稳定性。所以我

们可以想到用平均脉冲间隔的方法来分析奇异脉冲切换系统，有关此类文献见 [32–36]。本文的主
要内容如下：

首先我们介绍了本文的研究背景和预备知识，包括指数稳定性的概念，Schur 补引理以及柯西
矩阵不等式等下文中需要用到的相关引理与概念。最后结合具体实例论证了定理结果的可行性。

本文的主要贡献在于：构造出来一种李雅普诺夫函数来证明非线性奇异系统的指数稳定性并

且探讨了 L2 增益的问题；本文运用了平均脉冲区间的方法来证明系统的指数稳定性，并且结合

LMI 的方法来探讨了 L2 增益的问题。

2. 相关理论概述

定义 1 给定任意初值 x (t0), 在某些特定的切换信号下 σ (t) 下，假如存在 α > 0, β > 0 使得

系统的解 ∥x(t)∥ ≤ α exp (−β (t− t0)) ∥x (t0)∥ , ∀t ≥ t0 ，则称系统的平衡点 x = 0 是全局一致指数

稳定的。
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引理 1 (Schur 补引理) 考虑如下 2 阶分块矩阵 SϵRn×n;

[
S11 S12

S21 S22

]
(1)

其中, S11 ∈ Rm×m(m < n) ，则以下 3 个命题是等价的：
1) S < 0。

2) S11 < 0, S22 − ST
12S

−1
11 S12 < 0。

3) S22 < 0, S11 − S12S
−1
22 S

T
12 < 0。

引理 2 (柯西矩阵不等式) 对于任意的正定矩阵 NϵRn×n，我们有

2y⊤x ≤ x⊤Nx+ y⊤N−1y, ∀x, yϵRn (2)

引理 3 (Feng et al. [34] ) 以下是等价的：
1) A =

{
P ∈ Rn×n : ETP T = PE ≥ 0, P 是非奇异的 },

2) B =
{
P T = ΓE + UTΦΥT : Γ = ΓT ∈ Rn×n, ET

LΓEL > 0 , P ∈ R(n−r)×(n−r) 是非奇异的 }, 这里
ER, EL, U

T ∈ Rn×(n−r) 且 Υ ∈ Rn×(n−r).

假设 1 ( [37]) 对 ∀z1, z2 ∈ Rn 非线性函数 f(·), g(·) 满足 Lipschitz 条件:
∥f (z1)− f (z2)∥ ≤ u1 ∥z1 − z2∥ , ∥g (z1)− g (z2)∥ ≤ u2 ∥z1 − z2∥ , u1, u2 > 0 为 Lipschitz 常数。

假设 2 ( [38]) fi(t, x(t)) 是非线性函数满足:
fi(t, x(t))

⊤fi(t, x(t)) ≤ x⊤(t)Q⊤
i Qix(t), 其中 Qi 是已知的常数矩阵。

3. 问题描述和预备知识

考虑如下非线性奇异脉冲切换系统，其微分表述如下：
Eσ(t)ẋ(t) = Aσ(t)x(t) +Hσ(t)fσ(t) (t, x (t))) + Cσ(t)ω(t), t ̸= tk

∆x(t) = ϕkx(t), t = tk

z(t) = Dσ(t)x(t) + Fσ(t)ω(t)

x
(
t+0
)
= x0

(3.1)

这里 x(t) ∈ Rn, w (t) ∈ Rq, z (t) ∈ Rp 分别为状态变量，干扰输入和控制输出变量。Eσ(t), Aσ(t),

Bσ(t), Cσ(t), Hσ(t), ϕk 分别是合适维数的常数矩阵。Eσ(t) 是奇异矩阵且满足 det
(
sEσ(t) −Aσ(t)

)
̸=

0 并且 rank
(
Eσ(t)

)
= r < n，∆x (tk) = x

(
t+k
)
− x (tk)，x

(
t+k
)
= limh→0+ x (tk + h) ，并且

x (tk) = x
(
t−k
)
，说明奇异切换系统 (2.1) 是左连续的，函数 σ (t) : [t0,+∞) → Q = {1, 2, ....N} 表

示切换信号. 我们记 σ (t) = i(i ∈ Q)，表示当 t ∈ [tk−1, tk) 时，k ∈ N，第 i 个子系统被激活，序

列 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tk < · · · 叫做脉冲切换序列，记为 ζ = {t1, t2, . . .}。当 t = tk 时系

统 (2.1) 耦合着脉冲效应从 σ (tk−1) 子系统切换到 σ (tk) 子系统。也就是说，切换和脉冲同步发生

在 tk 时刻。下面为了方便我们假设初始时刻没有发生切换和脉冲。
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下面给出需要用到的一些基本概念。

定义 2 ( [39]) 对于每一个 i ∈ Q，奇异系统 (Ei, Ai) 是

1) 正则的，如果 det (sEi −Ai) 不等于 0；
2) 无脉冲的，如果 deg (det (sEi −Ai)) = rank (Ei)。

定义 3 ( [40]) 系统 (2.1) 被称为有加权的 L2 增益 γ，假如在零初始条件下 x
(
t+0
)
= 0，

不等式 ∫ ∞

0

exp(−αt)∥z(t)∥2dt ≤
∫ ∞

0

∥ω(t)∥2dt (3.2)

在特定的切换法则 σ(t)和常数 α > 0下成立，系统 (2.1)被称作有普通的 L2 增益 γ，当 α = 0时.

注 1 在定义 2.1.2 中，L2 增益表征了系统对外部干扰的抑制。γ 的值越小，则系统性能较好。

注 2 可以观察到，如果系统 (2.1) 有 L2 增益那么它必须有一个加权 L2 增益。然而，逆命题

不是真的。

定义 4 ( [26]) 平均脉冲间隔 (AII)：脉冲序列 ξ = {t1, t2, . . .} 的平均脉冲间隔等于 Ta 假如存

在正整数 N0 和正数 Ta，使得

(T − t)

Ta

−N0 ≤ Nξ(T, t) ≤
(T − t)

Ta

+N0,∀T ≥ t ≥ 0 (3.3)

这里 Nξ(T, t) 代表区间 (t, T ) 上的脉冲次数。

注 3 很多文献得到的稳定性结果中，对脉冲区间的上界和下界可能会有严格的要求，平均脉
冲间隔的出现放宽了这种限制，它是解决非同步脉冲问题的一个很有用的工具。从图 1，我们可以
观察到其中的脉冲序列是不均匀的，脉冲间隔的上下界区别可以很大也可以很小。所以，平均脉

冲间隔的概念适用于很大范围的脉冲信号。

Figure 1. Average impulsive interval
图 1. 平均脉冲区间

假设 3 ( [41]) 对每一个 i ∈ {1, 2, ...., N}，奇异系统 (Ei, Ai) 是正则的和无脉冲的。
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4. 非线性奇异脉冲切换系统的指数稳定性

在这一部分，我们将给出系统 (3.1) 关于稳定性的主要结果，并且用平均脉冲区间的概念对系
统 (3.1) 进行 L2 增益分析，此时考虑的是系统在 w = 0 下指数稳定性的充分条件。

定理 2.1 假设切换奇异系统 (3.1)满足假设 1，2，3，并且存在正定矩阵 P 满足 E⊤
i PiEi ≥ 0，

Q1 是合适维数矩阵，常数 γ0 > 0, β > 0, α, αi, β, γ ∈ R 并且对所有的 i, j ∈ Q 使得下面不等式

成立：

(I + ϕk)
⊤
E⊤

j PjEj (I + ϕk) ≤ βE⊤
i PiEi (4.1)(

E⊤
i PiAi +A⊤

i PiEi +Q⊤
1 Q1 − αiE

⊤
i PiEi E⊤

i PiHi

H⊤
i PiEi −I

)
≤ 0, (4.2)

γ0 = α− lnβ

Tα

> 0, (4.3)

这里 βk ≥ [λmax(I+ϕk)]
2|λmax(E⊤

j PjEj)|
|λmin(E⊤

i PiEi)| , β = max (βk) �，并且 α 满足
∫ t

t0
−ασ(s)ds ≤ −α (t− t0)，其

中 ασ(t) = αi, σ (t) = i，则称无干扰输入的系统 (3.1) 的零解是全局指数稳定的。

证明 选择如下的李雅普诺夫函数：

Vi = e−2αitx⊤ (t)E⊤
i PiEix (t) �t ∈ [tk−1, tk) , k ∈ Z+,

沿着系统 (2.1) 的轨迹对李雅普诺夫函数求导，得

V̇i(t) =e−2αit
[
−2αix

⊤(t)E⊤
i PiEix(t) + x⊤(t)A⊤

i PiEix(t) + x⊤(t)E⊤
i PiAix(t)

+f⊤
i (t, x(t))H⊤

i PiEix(t) + x⊤(t)E⊤
i PiHifi(t, x(t))

]
因此，我们有：

V̇i(t) + αiVi(t) ≤e−2αit
[
x⊤(t)

(
E⊤

i PiAi +A⊤
i PiEi − αiE

⊤
i PiEi

)
x(t)

+ x⊤(t)E⊤
i PiHifi(t, x(t)) + f⊤

i (t, x(t))H⊤
i PiEix(t)

≤e−2αit
[
x⊤(t)

(
E⊤

i PiAi +A⊤
i PiEi +Q⊤

1 Q1 − αiE
⊤
i PiEi

)
x(t)

+ x⊤(t)E⊤
i PiHifi(t, x(t)).+ f⊤

i (t, x(t))H⊤
i PiEix(t)

−f⊤
i (t, x(t))fi(t, x(t))

]
≤e−2αitξ⊤(t)

(
E⊤

i PiAi +A⊤
i PiEi +Q⊤

1 Q1 − αiE
⊤
i PiEi E⊤

i PiHi

H⊤
i PiEi −I

)
ξ(t)

=e−2αitξ⊤(t)πiξ(t)

这里 ξ (t) =
[
x⊤ (t) , fi (t, x (t))

]⊤
, πi =

(
E⊤

i PiAi +A⊤
i PiEi +Q⊤

1 Q1 − αiE
⊤
i PiEi E⊤

i PiHi

H⊤
i PiEi −I

)
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由 (4.2) 可以得到：
V̇ (t) + αiVi (t) ≤ 0 (4.4)

因此，我们有：

V (t) ≤ exp (−αi (t− tk−1))V
(
t+k−1

)
(4.5)

当 t = tk 时

V
(
t+k
)
= e−2αit [(I + ϕk)x (tk)]

T
ET

i PiEi (I + ϕk)x (tk)

= e−2αitxT (tk) (I + ϕk)
T
ET

i PiEi (I + ϕk)x (tk)

= e−2αit
∥∥∥(E⊤

i PiEi

) 1
2 (I + ϕk)x (tk)

∥∥∥2
≤ e−2αit ∥I + ϕk∥2

∥∥∥(E⊤
i PiEi

) 1
2 x (tk)

∥∥∥2
= e−2αit ∥I + ϕk∥2 xT (tk)E

T
i PiEix (tk)

≤ βkV (tk)

(4.6)

从 (4.5) 和 (4.6) 可以得到

V (t) ≤ exp (−αi (t− tk−1))βV (tk−1)

≤ β exp (−αi (t− tk−1))β exp (−αi−1 (tk−1 − tk−2))V (tk−2)

≤ β2 exp (−αi (t− tk−1)− αi−1 (tk−1 − tk−2))V (tk−2)

...

≤ βk exp (−αi (t− tk−1)− αi−1 (tk−1 − tk−2)− . . .− α1 (t1 − t0))V (0)

(4.7)

因为
∫ t

t0
−ασ(s)ds ≤ −α (t− t0)，我们可以得到：

V (t) ≤ exp(−αt) exp (Nξ(t, 0) lnβ)V (0) (4.8)

结合 (2.3)，我们可以得到

(t− 0)

Ta

−N0 ≤ Nξ(t, 0) ≤
(t− 0)

Ta

+N0, ∀t ≥ 0 (4.9)

首先，若 β > 1，我们可以获得：

V (t) ≤ exp(−αt) exp
((

t− 0

Tα

+N0

)
lnβ

)
V (0)

= βN0 exp
((

−α+
lnβ

Tα

)
t

)
V (0)

= βN0 exp (−γ0t)V (0)

(4.10)

其次，当 β = 1, βN0 = 1，我们有

V (t) ≤ 1 · exp(−αt)V (0) (4.11)
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最后，若 0 < β < 1，同样地，我们会得到

V (t) ≤ exp(−αt) exp
((

t− 0

Tα

−N0

)
lnβ

)
V (0)

= β−N0 exp
((

−α+
lnβ

Tα

)
t

)
V (0)

= β−N0 exp (−γ0t)V (0)

(4.12)

若 θ = max
{
βN0 , 1, β−N0

}
，对任意的 β > 0，易得 V (t) ≤ θexp (−γ0t)V (0)，则无干扰输入的系

统 (3.1) 在平均脉冲间隔切换下是指数稳定的。

注 2.4 在文献 [40] 中，我们需要满足脉冲区间 tk − tk−1 有关上界和下界的条件，在这里我们

用到了平均脉冲区间的条件，使定理的保守性更弱。

注 2.5 在文献 [42] 中，作者研究的是线性奇异脉冲切换系统的指数稳定性问题，本文中，在
平均脉冲间隔的条件下我们得到了非线性奇异脉冲切换系统的指数稳定性问题，我们通过构造适

合的 Lyapunov 函数并采 AII 的方法，得出了基于 LMI 的充分条件以保证所研究非线性奇异脉冲
系统的指数稳定性。

注 2.6 本文中构造的 Lyapunov 函数与文献 [42] 中的函数有所不同，这里构造的 Lyapunov
函数为了更好地证明非线性奇异脉冲切换系统的指数稳定性与 L2 增益问题。

注 2.7 与文献 [43] 相比较，此处研究的指数稳定性的方法主要是用到了文献 [42] 中平均脉冲
区间的方法，并且这里的李雅普诺夫函数也与文献 [43] 有所不同，并且定理 2.1 里面要求是存在
正定矩阵 P 满足 E⊤

i PiEi ≥ 0。

5. 非线性奇异脉冲切换系统的 L2 增益

我们现在研究非线性奇异切换脉冲系统的 L2 增益条件，并且用平均脉冲区间的概念对系统

(3.1) 进行 L2 增益分析。

定理 2.2 若切换奇异脉冲系统 (2.1) 满足假设 1，2，3，假设存在正定矩阵 P ∈ Rn×n 满

足 E⊤
i PiEi ≥ 0，Q1 是合适维数矩阵，常数 γ0 > 0, β > 0,, α, αi, β, γ ∈ R 那么切换奇异脉冲系统

(2.1) 在满足 (2.3) 的平均脉冲间隔下是指数稳定的，且具有 L2 增益

γ = max {γ1 exp (−N0 lnβ) , γ1 exp (N0 lnβ)}，使得对 ∀i, j ∈ Q，下面的不等式成立：

(I + ϕk)
⊤
E⊤

j PjEj (I + ϕk) ≤ βE⊤
i PiEi (5.1)

φ e−2αitE⊤
i PiHi e−2αitE⊤

i PiCi +D⊤
i Fi

e−2αitH⊤
i PiEi −e−2αitI 0

e−2αitC⊤
i PiEi + F⊤

i Di 0 F⊤
i Fi − γ2I

 ≤ 0 (5.2)

γ0 = α− lnβ

Tα

> 0, (5.3)

这里 φ = e−2αitE⊤
i PiAi + e−2αitA⊤

i PiEi +D⊤
i Di + e−2αitQ⊤

1 Q1 − e−2αitαiE
⊤
i PiEi,
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γ1 = λmax
{
ET

i PiEi

}
, α < αi。

证明 选择如下的李雅普诺夫函数：

Vi = e−2αitx⊤ (t)E⊤
i PiEix (t)

沿着系统 (2.1) 的轨迹对 V (t) 进行求导：

V̇ (t) + αiVi(t) ≤e−2αit
[
x⊤(t)

(
E⊤

i PiAi +A⊤
i PiEi − αiE

⊤
i PiEi

)
x(t)

+ x⊤(t)E⊤
i PiHifi(t, x(t)) + f⊤

i (t, x(t))H⊤
i PiEix(t)

+x⊤(t)E⊤
i PiCiw(t) + w⊤(t)C⊤

i PiEix(t)
]

≤e−2αit
[
x⊤(t)

(
E⊤

i PiAi +A⊤
i PiEi +Q⊤

1 Q1 − αiE
⊤
i PiEi

)
x(t)

+ x⊤(t)E⊤
i PiHifi(t, x(t)) + f⊤

i (t, x(t))H⊤
i PiEix(t)

−f⊤
i (t, x(t))fi(t, x(t)) + x⊤(t)E⊤

i PiCiw(t) + w⊤(t)C⊤
i PiEix(t)

]
结合 (5.2) 得到：

V̇i(t) + αiV (t) 6− η⊤(t)


D⊤

i Di 0 D⊤
i Fi

0 0 0

F⊤
i Di 0 FiFi − γ2I

 η(t)

= γ2w⊤(t)w(t)− z⊤(t)z(t).

(5.4)

这里 η (t) =
(
x (t)

⊤
, f⊤

i (t) , w (t)
⊤
)⊤
。

为了简便，令 φ (t) = ∥z (t)∥2 − γ2 ∥w (t)∥2

从 t ∈ [tk−1, tk) 对式 (5.4) 进行积分，我们可以得到；
V (t) ≤ exp (−α (t− tk−1))V

(
t+k−1

)
−
∫ t

tk−1
exp(−α(t− s))φ (s) ds。

根据 (5.4)，并且结合不等式，我们可以获得

V (t) ≤ exp (−α (t− tk−1))βV (tk−1)

−
∫ t

tk−1

exp(−α(t− s))φ (s) ds

≤ exp (α (t− t0))β
k−1V

(
t+0
)

−
1∑

i=k−1

βi

∫ k−i

k−i−1

exp(−α(t− s))φ (s) ds

−
∫ t

tk−1

exp(−α(t− s))φ (s) ds

= exp (−α (t− t0) +Nξ (t, t0) lnβ)V
(
t+0
)

−
∫ t

t0

exp (−α(t− s) +Nξ(t, s) lnβ)φ (s) ds
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我们在初始条件 x
(
t+0
)
= 0 下，我们可以得到：

0 ≤ −
∫ t

t0

exp (−α(t− s) +Nξ(t, s) lnβ)φ (s) ds (5.5)

即 ∫ t

t0

exp (−α(t− s) +Nξ(t, s) lnβ) ∥z(s)∥2 ds

≤ γ2
1

∫ t

t0

exp (−α(t− s) +Nξ(t, s) lnβ) ∥w(s)∥2 ds
(5.6)

由定义 2.1.3，我们可以得到：

(T − t)

Ta

−N0 ≤ Nξ(T, t) ≤
(T − t)

Ta

+N0,∀T ≥ t ≥ 0 (5.7)

若 β ≥ 1，不等式 (5.7) 变成
(

t−s
Ta

−N0

)
lnβ ≤ Nξ(t, s) lnβ ≤

(
t−s
Ta

+N0

)
lnβ，这里我们假

设 α0 = ln β
Ta
，然后我们得到 α0(t− s)−N0 lnβ ≤ Nξ(t, s) lnβ ≤ α0(t− s) +N0 lnβ. 由 (5.6)，我

们可以获得 ∫ t

t0

exp [(α0 − α) (t− s)−N0 lnβ] ∥z(s)∥2ds

≤γ2
1

∫ t

t0

exp [(α0 − α) (t− s) +N0 lnβ] ∥ω(s)∥2ds
(5.8)

接下来，对 (5.8) 式从 t0 到 +∞ 求积分，

−1

α0 − α

∫ +∞

t0

exp (−N0 lnβ) ∥z(s)∥2ds ≤ −1

α0 − α
γ2
1

∫ +∞

t0

exp (N0 lnβ) ∥ω(s)∥2ds (5.9)

由 (2.7) 得 −1
α0−α

> 0，接下来我们可以得到

∫ +∞

t0

∥z(s)∥2ds ≤ [γ1 exp (N0 lnβ)]
2

∫ +∞

t0

∥ω(s)∥2ds (5.10)

若 0 < β < 1，(5.7) 变成
(

t−s
Ta

+N0

)
lnβ ≤ Nξ(t, s) lnβ ≤

(
t−s
Ta

−N0

)
lnβ. 然后我们可以得

到 α0(t− s) +N0 lnβ ≤ Nξ(t, s) lnβ ≤ α0(t− s)−N0 lnβ

由 (5.7) 得到 ∫ t

t0

exp [(α0 − α) (t− s) +N0 lnβ] ∥z(s)∥2 ds

≤ γ2
1

∫ t

t0

exp [(α0 − α) (t− s)−N0 lnβ] ∥w(s)∥2 ds
(5.11)

类似的，对 (5.11) 从 t0 到 +∞ 进行积分可以得到∫ +∞

t0

∥z(s)∥2 ds ≤ [γ1 exp (−N0 lnβ)]
2

∫ +∞

t0

∥w(s)∥2 ds
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令 γ = max {γ1 exp (−N0 lnβ) , γ1 exp (N0 lnβ)}，在平均脉冲间隔（3.3）下，对于任意的切换信
号，我们可以得到系统（3.1）的干扰衰减水平 γ，定理证毕。

注 2.8 本文定理 2.2 主要研究了非线性奇异脉冲切换系统的 L2 增益问题，并且得到了具体

的 L2 增益的值。

6. 例子

例 1 考虑以下非线性奇异脉冲切换系统有给定的切换律和两个子系统：
Eσ(t)ẋ(t) = Aσ(t)x(t) +Hσ(t)fσ(t)(t, x(t)), t ̸= tk

∆x(t) = ϕkx(t), t = tk, k = 1, 2, . . .

z(t) = Dσ(t)x(t) + Fσ(t)w(t)

x
(
t+0
)
= x0

(5.12)

这里 x ∈ R3, σ : N → {1, 2}, 切换律设为 σ(t) =

{
1, t ∈ [k − 1, k)

2, t ∈ [k, k + 1)

E1 =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , E2 =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , A1 =


1 −1 0

4 1 0

1 0 0

 , A2 =


−2 2 0

−4 −1 0

4 0 0



Figure 2. State trajectory diagram without impulse in Example 1
图 2. 例 1 中无脉冲的状态轨迹图
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f1 (t, x (t))) =


0.2sin (x1 (t))

0.2sin (x2 (t))

0.2sin (x3 (t))

 , f2(t, x (t)) =


0

0

0



H1 =


2 0 0

0 1 0

0 0 0

 ,H2 =


2 0 0

0 1 0

0 0 0

 , ϕk =


−0.18 0 0

0 −0.2 0

0 0 −0.2


首先我们考虑无脉冲的非线性奇异切换系统，即在切换点不存在脉冲效应，此时的非线性奇

异切换系统是不稳定的，通过图 2可以观察到系统的轨迹变化图。

这里我们选择 αi = 0.9，求解线性矩阵不等式 (4.2) 我们可以得到以下矩阵，

P1 =


11.8262 2.1552 −21.4997

2.1552 2.4065 −1.9045

−21.4997 −1.9045 480.3693

 , E⊤
1 P1E1 =


11.8262 2.1552 0

2.1552 2.4065 0

0 0 0

 ;

P2 =


0.0395 −0.0304 −0.2155

−0.0304 0.5246 0.4662

−0.2155 0.4662 2.1149

 , E⊤
2 P2E2 =


0.0395 −0.0304 0

−0.0304 0.5246 0

0 0 0

 ;

Figure 3. System state trajectory diagram for Example 1
图 3. 例 1 中的状态轨迹图
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根据定理 1 我们可以得到 βk ≥ [λmax(I+ϕk)]
2|λmax(E⊤

j PjEj)|
|λmin(E⊤

i PiEi)| = 0.179，且 β = 0.82 < 1, γ0 =

1.098 > 0，所以由定理 2.1 可知，系统 (2.1) 是指数稳定的，见图 3，在文献 [44] 中，没有考虑到
脉冲效应，在本例中我们考虑到了脉冲效应，并且在脉冲序列 ζ = {0, 1, 2, 3, 4.....} 下，系统 (3.1)
是指数稳定的。因为 λmax

(
E⊤

1 P1E1

)
= 11.3174, λmax

(
E⊤

2 P2E2

)
= 0.5265，由定理 2.2，可以计算

出 γ1 = λmax

{
E⊤

i PiEi

}
= 11.3174, i, j ∈ 1, 2，L2 增益为

γ = max {γ1 exp (−N0 lnβ) , γ1 exp (N0 lnβ)} = 14.14675.

例 2 进一步考虑非线性奇异脉冲切换系统 (5.12) 有以下参数：

E1 =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , E2 =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , A1 =


1 −1 0

4 1 0

1 0 0

 , A2 =


−2 2 0

−4 −1 0

4 0 0



f1 (t, x (t))) =


0.2sin (x1 (t))

0.2sin (x2 (t))

0.2sin (x3 (t))

 , f2(t, x (t)) =


0

0

0



H1 =


2 0 0

0 1 0

0 0 0

 ,H2 =


2 0 0

0 1 0

0 0 0

 , ϕk =


0.18 0 0

0 0.2 0

0 0 0.2


类似于上述的讨论，这里我选择 αi = 0.9，脉冲序列 ξ = {0, 1, 2, 3, 4....}，经过计算可

得 β > 0.784, β = 1.2，由 (4.3) 计算得到 γ0 = 0.7176，由定理 2.1 可知，即使系统存在干扰脉冲，
系统 (3.1) 依然是指数稳定的。如图 4所示。

Figure 4. State trajectory diagram in Example 2
图 4. 例 2 中的状态轨迹图
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7. 结论

本文主要通过平均脉冲区间的方法证明了非线性奇异系统的指数稳定性问题，并结合具体的

例子证明了定理结论的可行性，本文结合 LMI 的方法探讨了 L2 增益的问题，本文考虑的李雅普

诺夫函数是为了更好地证明系统的指数稳定性的问题，在后面的证明过程中也发挥了作用。
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