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摘  要 

指数模型已广泛应用于各种类型的数据建模，如生存数据以及保险索赔数据。然而，指数复合分布模型

尚未被广泛探索。本文通过对与单参数逆伽玛Pareto复合分布函数相关的随机变量求指数，创造了一种

改进的双参数逆伽玛Pareto复合模型，即指数复合逆伽马Pareto模型，并且很好地分析了挪威火险数据

案例。得出双参数指数逆伽马Pareto模型在所有数据集的拟合优度测度方面优于单参数逆伽马Pareto模
型的结论。 
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Abstract 
Exponential models have been widely used to model various types of data, such as survival data 
and insurance claim data. However, exponential composite distribution models have not been 
widely explored. In this paper, an improved two-parameter inverse-gamma Pareto composite model, 
namely exponential composite inverse-gamma Pareto model, is created by taking exponents of 
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random variables related to the single-parameter inverse-gamma Pareto composite distribution 
function, and a good case of Norwegian fire data is analyzed. It is concluded that the two-parameter 
exponential gamma Pareto model is superior to the single-parameter inverse-gamma Pareto model 
in the goodness of fit measure of all data sets. 
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1. 引言 

理赔规模数据的建模是精算学的主要课题之一，一般情况下，索赔规模数据集是由数量大、规模小

的索赔构成的。文献中常见的分布如指数分布、正态分布等并不存在整合索赔规模数据集所有特性的能

力。因此，才有了用于建模索赔规模数据的复合分布的概念。基于这个概念，研究者开发了许多不同的

组合模型包括对数正态 Pareto [1]，指数 Pareto [2]，威布尔 Pareto [3]等。大量可能的复合模型得到了探索

[4]。Pareto 分布在应用统计中是常用的�它一开始是由 Pareto V [5]作为收入的分布引入的。随着社会的

发展，Pareto 分布已被应用在很多领域，如社会学、保险精算学等，因此该分布具有很大的研究和应用

价值[6]。Pareto 分布被认为是在大规模索赔中表现比较好的建模。然而，对于小规模索赔的建模，还有

许多值得研究的地方。 
Aminzadeh 和 Deng 最近介绍了逆伽马 Pareto 模型[7]，并认为它是有可能可以做到的。模型的数据

集有一个重尾，如保险数据集。这是一个单参数的逆 Pareto 复合分布，它具有连续性和可微性等性质。

然而，单参数逆伽玛 Pareto 模型对挪威火灾保险数据的预测效果不理想，这一点我们将在数值例子部分

展示。具体来说，拟合的逆 Pareto 分布模式不够大，不足以描述在挪威火灾保险数据中频率高的小额索

赔。因此，我们将通过引入一个附加参数来修改这个单参数逆伽玛 Pareto 模型。 
指数分布最早是由 Mudholkar 和 Srivastava [8]提出。指数分布的主要思想是将现有分布的累积密度

函数指数化。这意味着它增加了更多的额外的参数，使传统模型更具有灵活性，后来在 Mudholkar 和

Srivastava 的思想下被引入。例如 Gupta 和 Kunda 的对指数化指数的介绍[9]；Nadaraja 写的指数化贝塔，

指数化 Pareto 和指数化的先驱伽马[10]；Nadarajah 和 Gupta 启动了伽马[11]的指数化，Afify 建立了指数

化威布尔 Pareto [12]。然而，这些模型都不是用复合分布的累积密度函数建立的。此外，上面提到的所

有指数分布都是通过对累积密度函数指数化而创建的，我们提出的逆伽马模型是通过取随机变量的指数

来构造的复合分布。 
文章使用著名的挪威火灾保险数据来评估指数化逆伽马 Pareto 的拟合优度。最后本文得到双参数指

数化逆伽玛 Pareto 模型优于在两个数据集的拟合优度测量方面的一个参数逆伽马 Pareto 模型的结论。 
本文的其余部分组织如下：第 2 节提供了指数逆伽马 Pareto 模型的推导、其行为的描述以及获得模

型最大似然估计量的算法。我们简要总结了第 3 节中模拟研究的结果，以评估最大似然估计的准确性和

一致性。在第 4 节中，给出了数值示例。第 5 节提供了结论。 
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2. 准备 

2.1. 损失数据建模中的通用复合模型 

设 X 为正实值随机变量，损失数据建模中复合模型的一般形式为[13]： 
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结合阈值θ 处的连续性和可微性条件： 
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*
1f 为随机变量 X 取值在 0 ~ θ 之间时的概率密度函数； *

2f 是当 X 取大于θ 的值时，随机变量 X 的概

率密度函数的模型参数。φ 是一个正参数，控制 *
1f 和 *

2f 的权重，利用该理论，Aminzadeh 和 Deng [7]
建立了复合逆伽马 Pareto 模型。 

假设已知一个随机变量 X 遵循复合逆 Pareto 分布，其概率分布函数格式如下： 
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式中， 0.711384c = ， 0.144351k = ， 0.163947a = ， 0.308298α = 。因此，他们提出了逆伽玛 Pareto 模型

只包含一个参数θ 。在下节，我们将具体讨论指数复合逆伽马 Pareto 分布的发展。 

2.2. 指数复合逆伽马 Pareto 分布的优越性 

现在假设对随机变量 X 进行指数变换，设 ( ) 1Y g X X η= = ，对于任意的 0η > ，g 是单调增的。其中

( )1X g Y Yη−= = 。对于任意 0η > ， ( )1g y yη− = 在 ( )0,∞ 上有连续导数： 

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

1

1

1
1

e
0

| ,

nn yc y
ny y

fY y
c k

y y
y

κθ
αα

η η

α κ
η η

α κη

κθ
θ

αθ η
α θ

η θ

−− −

−

−
−

− +



 ≤ ≤
 Γ= 
 −

>


               (2) 

易证明，上述指数复合逆伽马 Pareto 模型的密度函数在 ( )0,∞ 下是连续可微的。图 1 和图 2 表明了

发展指数化逆伽马 Pareto 模型作为对逆伽马 Pareto 模型进行损失数据建模的改进的动机。θ 选择两个不

同的值为 5 (图 1)和 10 (图 2)。对于每个θ 值，η值为 1、5 和 10，其中 1η = 对应于原始的单参数逆伽马

Pareto 复合。 
从图中可以看出，由于指数η参数的引入，复合指数化逆伽马 Pareto 模型比单参数逆伽马 Pareto 模

型更加的灵活。当θ 值固定时，复合函数对逆伽马 Pareto 指数化的模式随η的增大而增大。 

2.3. 参数估计 

使 1, , ny y� 是从 (2)中给出的指数化复合概率密度函数的随机抽样，保留其普遍性。假设

1 2 ny y y< < <� 是从概率密度函数中生成的有序随机样本，似然函数可以写成 
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Figure 1. Compound exponential inverse-gamma Pareto density when 5θ =  
图 1. 5θ = 时复合指数化逆伽马 Pareto 密度 

 

 
Figure 2. Compound exponential inverse-gamma Pareto density when 10θ =  
图 2. 10θ = 时复合指数化逆伽马 Pareto 密度 
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上述可能性假设 1m my yη ηθ +< < 。θ 和η的最大可能性估计量可以通过求解下列方程得到： 
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θ 和η的极大似然估计无法得到封闭表达式。另外，在求上述方程的解之前，需要先确定 m。然而，

给出η和 m 的值，θ 的封闭解可以写成如下： 
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因此，我们利用式(4)设计了一个简单的搜索算法来求θ 和η的最大似然数。搜索算法的描述如下： 
第一步：得到一个样本有序观测值为 1 2 ny y y≤ ≤ ≤� 。 
第二步：确定η的范围，参数搜索将在预定义的范围内完成。注意，我们得到了原始的单参数逆伽

马 Pareto 模型使得 1η = 。因此，搜索需要在 1η = 附近的区间内完成。 
第三步：对于一个已知的η 范围，我们从 1m = 开始，根据(4)计算θ 给η 的最大似然估计。如果

1 2,
ˆ

m
y yη η

η
θ≤ ≤ ，则 1m = 。否则跳转到步骤四。 

第四步：令 2m = ，如果 2 3,
ˆ

m
y yη η

η
θ≤ ≤ ，则 2m = ，继续上述步骤，直到确定。当 m 确定时，对已

知的η，保持
,

ˆ
mη

θ 作为θ 的最大似然估计。 

第五步：寻找最优的η，即是 ( )| ,L y θ η ，由式(4)求出相应的 θ̂ ，这是η和θ 的极大似然估计。 

3. 数值模拟 

我们进行了模拟研究，以检查 θ̂ 和η̂估计的准确性。对选定的样品尺寸、θ 和η值，从复合密度(2)
中得到 5000N = 个样品。表 1~6 给出了不同场景下的所有模拟结果。 θ̂ 平均值，η̂平均值为 θ̂ 和η̂的样

本平均值；为 θ̂ 和η̂的样本标准差。 
我们观察到，当样本大小增加时，在所有模拟场景下θ 估计的平均值更接近潜在的真实 θ̂ 。类似地，

η̂的均值更接近于基本的η值。在不同的模拟参数设置下， θ̂ 和η̂的标准差均随样本量的增加而减小。

因此，随着样本量的增加，θ 和η的最大似然估计变得更加准确。 
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Table 1. Simulation results for 1, 0.8θ η= =  
表 1. 1, 0.8θ η= = 时的模拟结果 

n meanη̂  meanθ̂  η̂的样本标准差 θ̂ 的样本标准差 

20 0.876 1.304 0.204 1.437 

50 0.828 1.094 0.117 0.474 

100 0.816 1.040 0.084 0.315 

500 0.804 1.006 0.037 0.135 

 
Table 2. Simulation results for 1, 1θ η= =  
表 2. 1, 1θ η= = 时的模拟结果 

n meanη̂  meanθ̂  η̂的样本标准差 θ̂ 的样本标准差 

20 1.093 1.262 0.248 1.025 

50 1.036 1.092 0.145 0.478 

100 1.017 1.039 0.102 0.307 

500 1.005 1.005 0.049 0.137 

 
Table 3. Simulation results for 1, 1.2θ η= =  
表 3. 1, 1.2θ η= = 时的模拟结果 

meanη̂  meanη̂  η̂的样本标准差 θ̂ 的样本标准差 
1.322 1.263 0.312 1.094 

1.240 1.091 0.174 0.463 

1.220 1.048 0.120 0.314 

1.206 1.005 0.0582 0.140 
 

Table 4. Simulation results for 5, 0.8θ η= =  
表 4. 5, 0.8θ η= = 时的模拟结果 

n meanη̂  meanθ̂  η̂的样本标准差 θ̂ 的样本标准差 
20 0.877 7.464 0.203 9.776 

50 0.829 5.555 0.117 1.992 

100 0.813 5.276 0.082 1.263 

500 0.805 5.049 0.037 0.512 
 
Table 5. Simulation results for 5, 1θ η= =  
表 5. 5, 1θ η= = 时的模拟结果 

n meanη̂  meanθ̂  η̂的样本标准差 θ̂ 的样本标准差 

20 1.098 7.256 0.256 6.480 

50 1.036 5.626 0.146 2.070 
100 1.017 5.269 0.101 1.232 

500 1.003 5.048 0.049 0.511 
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Table 6. Simulation results for 5, 1.2θ η= =  
表 6. 5, 1.2θ η= = 时的模拟结果 

n meanη̂  meanθ̂  η̂的样本标准差 θ̂ 的样本标准差 
20 1.317 7.245 0.305 7.213 
50 1.244 5.566 0.173 2.025 

100 1.224 5.283 0.121 1.261 
500 1.206 5.059 0.0579 0.511 

4. 数值举例 

在本节中，我们用一个保险数据集展示了指数化逆伽马 Pareto 模型的性能。 
指数化逆伽马 Pareto 模型的拟合优度 
为了比较不同模型对保险数据集的拟合效果，采用了负对数似然函数、赤池信息量准则(AIC)和贝叶

斯信息准则(BIC)三种模型。有关措施的说明如下： 
负对数似然函数定义为对数似然函数的加性逆函数，如下所示： 

负对数似然函数 ( )ˆlog |L yθ= −  

当对数似然函数达到最大值时，负对数似然达到最小值。因此，最小化负对数似然等价于最大化对

数似然函数。对于自由参数数量相同的模型，可以利用对数似然函数来比较模型的性能，对数似然函数

的值越小，说明模型对数据的拟合越好。 
赤池信息量准则(AIC) [14]定义如下： 

( )ˆ2 log | 2AIC L y kθ= − +  

k 是自由参数的数量。 
AIC 可以用来比较不同参数数量的模型，AIC 的第一项随着参数数量的增加而减少，AIC 的第二项

随着参数数量的增加而增加。AIC 的值越小，说明模型越适合数据。 
贝叶斯信息准则(BIC) [14]规定如下： 

( ) ( )ˆBIC 2log | logL y k nθ= − +  

k 是参数的个数，n 是数据集的样本大小。 
用 R 软件计算不同模型中参数的最小二乘，以及这些模型的负对数似然函数、AIC 和 BIC。 
案例：挪威火险数据 
挪威火灾保险数据被许多研究人员广泛使用来检验不同复合材料的性能以及各种损失模型的性能。

该数据集包括一家挪威保险公司从 1972 年到 1992 年以 1000 挪威克朗(NKK)计的 9181 起索赔。我们通

过 R 包[15]得到数据集。由于小于 500,000 NKK 的索赔被强制要求为 500,000 NKK。然而，来自 1972 年

的索赔值没有被截断，因此我们选择了来自 1972 年的数据来评估所提议的模型的性能。处理截断的数据

超出了本文的范围。1972 年的索赔数据包括 97 个值，以挪威克朗(NKK)计的索赔值如下： 
0.520, 0.529, 0.530, 0.530, 0.544, 0.545, 0.546, 0.549, 0.553, 0.555, 0.562, 0.565, 0.565, 0.568, 0.579, 0.586, 0.600,
0.600, 0.604, 0.605, 0.621, 0.627, 0.633, 0.636, 0.667, 0.670, 0.671, 0.676, 0.681, 0.682, 0.699, 0.706, 0.725, 0.729,
0.736, 0.741, 0.744, 0.750, 0.758, 0.764, 0.767, 0.778, 0.797, 0.810, 0.849, 0.856, 0.878, 0.900, 0.916, 0.919, 0.922,
0.930, 0.942, 0.943, 0.982, 0.991, 1.051, 1.059, 1.074, 1.130, 1.148, 1.150, 1.181, 1.189, 1.218, 1.271, 1.302, 1.428,
1.438, 1.442, 1.445, 1.450, 1.498, 1.503, 1.578, 1.895, 1.912, 1.920, 2.090, 2.370, 2.470, 2.522, 2.590, 2.722, 2.737,
2.924, 3.293, 3.544, 3.961, 5.412, 5.856, 6.032, 6.493, 8.648, 8.876, 13.911, 28.055
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表 7 提供了包括指数化逆伽马 Pareto 模型在内的几种模型的性能。指数化逆伽马 Pareto 模型在两方面

都优于原有的单参数逆伽马 Pareto 模型。这与图 3 一致，图中指数化的逆伽马 Pareto 模型与挪威火灾保

险数据吻合良好，而原始的单参数逆伽马 Pareto 模型与同一数据集的吻合不太好。在我们选择的三种双

参数模型中，指数化逆伽马 Pareto 模型在负对数似然函数、赤池信息量准则(AIC)和贝叶斯信息准则(BIC)
等所有拟合优度标准中表现最好。 
 
Table 7. Goodness of fit of different models based on maximum likelihood estimation to Norwegian fire insurance data in 1972 
表 7. 基于极大似然估计的不同模型对挪威 1972 年火灾保险数据的拟合优度 

模型 参数的极大似然估计 负对数似然函数 AIC BIC 

威布尔 
ˆ =0.867
ˆ=1.974

α

β
 158.708 321.4165 326.566 

逆伽马 
ˆ =2.406
ˆ=2.239

α

β
 167.213 236.512 241.661 

逆伽马 Pareto 
ˆ=1.896

76m
θ
=

 221.837 445.675 448.250 

指数化逆伽马 Pareto 
ˆ=0.048
ˆ 8.260
θ
η =

 96.080 196.160 201.309 

 

 
N = 2492；带宽 = 0.2092；其中：密度(Density)；高斯核密度估计(Gaussian Kernel Density 
Estimate)；指数化逆伽马 Pareto (Exponentiated IG-Pareto)；逆伽马 Pareto (IG-Pareto)。 

Figure 3. The density chart of Norwegian fire insurance data (1972) and the corresponding index against 
gamma Pareto and the Pareto model of Gamma 
图 3. 挪威火灾保险数据(1972 年)的密度图以及相应的指数逆伽马 Pareto 和逆伽马 Pareto 模型拟合 
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5. 结论 

在本文中，我们提出了一种新的指数化逆伽马 Pareto 模型，以改进原有的单参数逆伽马 Pareto 模型

的性能。在第 2 节中，我们提供了一个算法来求θ 和η的最小二乘法。这种算法具有识别最大似然估计

的能力，因为在所有模拟场景中，随着样本量的增大，θ 和η的估计数变得更加准确。第 4 节给出了一

个数值例子，在这个例子中，新的指数化逆伽马 Pareto 模型优于原来的逆伽马 Pareto 模型。这个模型的

开发是有前景的，因为这种指数化方法也可以应用于其他复合模型。 
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