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摘  要 

分析了李雅普诺夫V函数与它的合理性，给出了相应定理的证明。 
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Abstract 
Lyapunov V function and its rationality are analyzed, and corresponding theorems are proved. 
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1. 引言 

数学摆无阻力时，振动方程组为 

d ,

d sin

x y
t
y g x
t

α

α

 =

 = −
 

                                     (1) 

属于临界情形，不能按线性近似决定其稳定性态。为判断其零解的稳定性态，将(1)改写为 

sind
d

g xy
x y

−
=  , 

则 d sin dgy y x x= −


，于是有 ( )21 1 cos
2

gy x c+ − =


，这里 c 为任意非负常数。 

如果我们取函数 

( ) ( )21, 1 cos
2

gV x y y x= + −


, 

则此函数具有性质： ( )0,0 0V = ，而在原点邻域对任何不同时为零的 x, y ( x < π )有 ( ), 0V x y > 。 
现在沿着方程组(1)的解 ( ) ( ),x x t y y t= = 对函数 ( ),V x y 取导数 

( ) ( )( ) ( ) ( )d , d d
sin sin 0

d d d
V x t y t x t y tV V g gx y y x

t x t y t
∂ ∂  = + = ⋅ + ⋅ − = ∂ ∂   

。 

从 t


到 t 积分上式，得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,V x t y t V x t y t=
 

。 

从几何图形看，在 0xy 平面上 ( ) ( ) ( )( ), ,V x y V x t y t c= =
 

是一条曲线，其解 ( )x x t= ， ( )y y t= 在这

条曲线上。由于 V 的性质，c 足够小时 ( ),V x y c= 是围绕原点的一族闭曲线(后面有证明)。因此在无阻力

情况下的数学摆方程组(1)的零解是稳定的，但不是渐近稳定的。 

这样，借助构造一个特殊的函数 ( ),V x y ，并利用函数 ( ),V x y 及其通过方程组的全导数
( )d ,V x y

tα
的 

性质来确定方程组解的稳定性，这就是李雅普诺夫第二方法的思想。具有这种特殊性质的函数 ( ),V x y 称

为李雅普诺夫函数，简称 V 函数。 
现在讨论如何应用 V 函数来确定非线性微分方程组的稳定性态问题。为简单起见，我们只考虑非线

性驻定微分方程组 

( )d
d
x f x
t
=





 .                                      (2) 

假设 ( )0 0f =
  

，且 ( )f x




在某域 :G x A≤  (A 为正常数)内有连续的偏导数，因而方程组(2)由初值条

件 ( )x t x=
 

 

所确定的解在域 G 内存在且唯一。显然 0x =






是它的特解。 
进一步假设函数 ( )V x 关于所有变量的偏导数存在且连续，把方程组(2)的解代入，然后对 t 求导得 

1 1

dd
d d

n n
i

i
i ii i

xV V V f
t x t x= =

∂ ∂
= =

∂ ∂∑ ∑ , 
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这样求得的导数
d
d
V
t
称为函数 V 通过方程组(2)的全导数。 

2. 相应的证明 

为简单起见，考虑两个变量的函数 ( ),V x y ，但我们的一切讨论对于 n > 2 的情形仍然成立。 
假设 V 在域 

,x H y H≤ ≤                                      (3) 

是定正的。讨论曲线族 

( ),V x y c= ,                                      (4) 

其中 c > 0。当 c = 0 时，由 V 的定号性知道，只有原点适合这个方程，即曲线退化为一点。 
我们证明当 c 足够小时，曲线(4)是闭的(注意曲线 V = c 一般来说可能是非常复杂的，它也可能是由

不连通的几个分支构成的)，并且包围着坐标原点。为此我们来证明，只要 c 不超过某个只与 H 有关的足

够小的正数 时，任何从原点 O 出发到域(3)的边界上任一点的连续曲线一定和曲线(4)相交。 
设 

max ,x yη =  

( )inf ,
H

x y
η=

= , 

由 V 的定号性推知 0> ，因而在域(3)的边界上V ≥ 。 
现在考虑从坐标原点出发到域(3)的边界引出的任意一条连续曲线L，并注视沿着曲线 ，函数 ( ),V x y

产生的变化。显然在曲线的起点 O，有 ( )0,0 0V = ，而在曲线的终点 ( ),M α β 有 ( ),V α β = ′ ≥ 。因此，

只要 c <   (这就是我们所要假设的)，已知 ( ),V x y 在域(3)内连续，自然在曲线 L 上是连续的，于是 V 在

这条曲线L上的某点必然要取值 c。换句话说，这条曲线L必然要和曲线(4)相交。因此当 c相当小时( c <  )，
所有的曲线(4)都是闭的并且包围坐标原点。如果让 c 从零改变到某一足够小的值，则(4)表示闭曲线族。

由于 V 是单值函数，所以这族曲线彼此不相交，且若曲线 V=c 是由连通的一支所构成，则当 c1 < c2时曲

线 V = c1包含于 V = c2之内。 

定理[1] 如果对微分方程组(2)存在定正函数 ( )V x ，其通过方程组(2)的全导数
( )d

d
V x

t



为常负函数或恒

为零，则方程组(2)的零解是稳定的。 

如果存在定正函数 ( )V x ，其通过方程组(2)的全导数
( )d

d
V x

t



为定负的，则方程组(2)的零解是渐近稳

定的。 

如果存在函数 ( )V x 和某非负常数 µ ，其通过方程组(2)的全导数
d
d
V
t
可表示为 

( )d
d
V V W x
t

µ= +  , 

且当 0µ = 时 W 为定正函数，当 0µ ≠ 时 W 为常正函数或恒等于零；又在 0x =




的任意小邻域内至少存在

某个 x


，使得 ( ) 0V x >


，则方程组(2)的零解是不稳定的(不稳定性的证明见[2])。 
证明 为便于理解、说明和论证，我们就三维系统进行讨论。其中借助了直观，又不失其严密性。在

三维系统中得到的结论，在 n 维系统中也是成立的。 
事实上[3]，对于定正函数 ( ), ,V x y z ，其通过方程组 
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的全导数
d
d
V
t
是向量 

, ,V V V
x y z

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

与
d d d, ,
d d d
x y z
t t t

 
 
 

 

的数量积 

d d d
d d d

V x V y V z
x t y t z t

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
. 

向量 

V V VgradV i j k
x y z

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂



 

 

的方向是沿着函数 ( ), ,V x y z 的等值面 ( ), ,V x y z c= 的法线方向而指向 ( ), ,V x y z 增大的方向，数量积 

22 2 2 2 2

d d d d
d d d d

d d d
d d d

d d d cos ,
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V V V V x y zi j k i j k
t x y z t t t

V x v y v z
x t y t z t

V V V x y z
x y z t t t

α

 ∂ ∂ ∂  = + + ⋅ + +   ∂ ∂ ∂   
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂         = + + ⋅ + +          ∂ ∂ ∂          

 

   

 

其中α 是等值面 V = c 的外法线(gradV 的指向)与积分曲线 

( ) ( ) ( ), ,x x t y y t z z t= = =  

的切线方向的夹角。所以如果 

d 0
d
V
t
≤ 或

d 0
d
V
t
≡ , 

这时 cos 0α ≤ 或 cos 0α ≡ ，表示夹角α 不是锐角，因此积分曲线不会由内向外地走出等值面 V = c，这就

表示零解是稳定的。如果
d 0
d
V
t
< ，这时 cos 0α < ，α 永远是钝角。随着时间的推移，积分曲线从外向内

地走向各个等值面之内，且趋近于原点，这就表示零解是渐近稳定的。 
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