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摘  要 

利用贝叶斯方法研究了Lindley分布参数存在变点的参数估计问题，给出Lindley分布的变点模型，对参

数选取无信息先验分布和伽玛分布两种情况，分别求出各参数的满条件分布，并通过R软件做随机模拟，

得出各参数的MC误差都小于2%，且区间估计效果理想，表明通过贝叶斯估计研究各参数的估计值是有

效的。 
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Abstract 
The parameter estimation problem of Lindley distribution with change points is studied by using 
Bayesian method. The change point model of Lindley distribution is given. The full conditional 
distribution of each parameter is calculated for the two cases of no information prior distribution 
and gamma distribution when the parameters are selected. The random simulation by R software 
shows that the MC error of each parameter is less than 2%, and the interval estimation effect is 
ideal. It shows that the estimation of each parameter by Bayesian estimation is effective. 
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1. 引言 

Lindley 分布是可靠性研究中的一个重要分布，某些寿命数据可通过 Lindley 模型达到更好的拟合效

果[1]。Krishna 等在逐步 II 型右删失数据下，采用极大似然方法和贝叶斯方法研究了 Lindley 分布的可靠

性[2]。杨冬霞等分别在完全数据、逐步 I 型区间删失数据，逐步 II 型删失数据以及定数截尾样本下研究

了 Lindley 分布的参数估计问题[3] [4] [5]；范梓淼等分别讨论了在 NA 随机样本序列和独立同分布样本下

Lindley 分布参数的经验贝叶斯检验函数问题[6] [7]；龙兵分析了 Lindley 分布参数的区间估计和假设检验

问题[8]；近几年，变点问题也是统计方向研究的一个热点问题。何朝兵等在左截断右删失数据下对指数

分布多变点模型进行了参数估计[9]。沙雪云等利用贝叶斯方法研究了 Lomax 分布形状参数变点的估计模

型[10]；程静等用极大似然估计和贝叶斯估计讨论了两种分布的单变点问题[11] [12]。关于 Lindley 分布

参数变点问题的研究较少，本文给出了 Lindley 分布的变点模型，在叙述了解决多变点模型问题的具体步

骤后，主要研究 Lindley 分布参数的单变点模型，分别在无信息先验分布和伽玛分布为先验分布的条件下，

利用贝叶斯估计研究参数和变点位置，并通过 R 软件进行随机模拟。结果显示：各参数的估计值和真实

值之间的 MC 误差较小，表明其估计值的效果较为理想。 

2. Lindley 分布变点模型 

设随机变量𝑋𝑋服从参数为θ 的 Lindley 分布，则分布函数和密度函数如下： 

( ) ( ); 1 1 exp , 0.
1

F x x x xθθ θ
θ

 = − + − > + 
 

( ) ( ) ( )
2

; 1 exp , 0.
1

f x x x xθθ θ
θ

= + − >
+

 

其中参数 0θ > 。 
Lindley 分布多变点模型为： 
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其中 1 2 1, , , mθ θ θ +� 两两不等，m 是变点个数， 1 2, , , mk k k�  (满足 1 21 1mk k k n≤ < < < ≤ −� )是需要估计的

变点位置。通过二分分段法来解决多变点的问题的具体步骤为：先确定 Lindley 分布的序列 S 中是否存在

单变点，如果没有，则序列 S 中无变点；如果存在单变点，此变点将 Lindley 分布的序列 S 拆分成两个子

序列，再次确定两个子序列中是否存在单变点，重复上述步骤，直至所有子序列中识别不到变点为止。 
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设随机变量 ( )1, 2, ,iX i n= � 相互独立且满足 

( )
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其中参数 1 2, 0,1 1k nθ θ > ≤ ≤ − 且 k N +∈ ， 1 2, ,k θ θ 均未知，当 1 2θ θ≠ 时 k 就是要讨论的变点，此模型只含

有一个变点，称其为 Lindley 分布的单变点模型。 

下文确定各参数的贝叶斯估计，对𝑘𝑘取无信息先验分布： ( ) 1
1

k
n

π =
−

，对参数 1 2,θ θ 分别取无信息先

验分布和伽玛分布后，再对变点 k 和参数 1 2,θ θ 做贝叶斯估计。 

3. Lindley 分布参数的贝叶斯估计 

当 1 2θ θ≠ 时，设 k 是变点，故此变点问题的似然函数为 
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1) 通过 Jeffreys 提出的用 Fisher 信息阵来确定 1 2,θ θ 的无信息先验分布。 
样本对数似然函数为： 
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其中 ( )1,2, ,ix x i n= = � 。 

通过样本对数似然函数可以求得： 
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进而得到 1 2,θ θ 的无信息先验矩阵为： 
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其中 , 1, 2i j = 。 
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故 1 2,θ θ 的无信息先验分布为： 
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由贝叶斯公式求得 1 2, ,k θ θ 的联合后验分布为： 
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各参数满条件分布为： 
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比较选取均匀分布作为先验分布来说，Jeffreys 提出的用 Fisher 信息阵来确定 1 2,θ θ 的无信息先验分

布在单调变换中具有不变性，能够保证不论采取什么样的参数化方法，它们的先验分布始终是互通的，

从而后验分布也是互通的。 
2) 1 2,θ θ 的先验分布为伽玛分布 ( )( ), , 1, 2i iGa b c i = 。 
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且 1 2, ,k θ θ 相互独立，由贝叶斯公式得 1 2, ,k θ θ 的联合后验密度为： 
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各参数满条件分布为： 
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4. 随机模拟 

在随机模拟过程中，考虑到参数 1 2, ,kθ θ 的满条件分布比较复杂，因此选用 M-H 算法对各参数的满

条件分布进行抽样。接下来介绍 Markov Chain Monte Carlo (MCMC)算法的几个具体步骤： 
设初始点 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0

1 2, ,kα θ θ= 经过迭代后第 1t − 次迭代值为 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
1 2, ,t t t tkα θ θ− − − −= ，则第 t 次迭代

步骤如下： 

1) ( ) ( )1 1 2~ | , ,t
if k xθ θ θ ，选取建议分布 ( )( )1

1 1,tq θ θ− ′ 为均匀分布，并从中随机抽取 1θ ′，令 
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2) ( ) ( )2 2 1~  | , ,t
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2
tθ 与 1)类似； 

3) ( ) ( )1 2~ | , ,t
ik f k xθ θ ，选取建议分布 ( )( )1 ,tq k k− ′ 为取值 0,1, , 1n −� 的离散型均匀分布，并从中随
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，若随机数 ( )( )1 ,tu r k k− ′≤ ，则 ( )tk k ′= ，否则 ( ) ( )1t tk k −= 。 

设 ( ) ( ) ( )( )1 2, , , 1, 2, , , ,j j jk j B Mθ θ = � � 为迭代 M 次所得的 Gibbs 样本，若 B 次后迭代逐渐收敛，则将

后 M B− M B− 个迭代的均值作为参数 1 2, ,k θ θ 的估计值， 
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取 200n = 个样本，参数 ( )1 2, ,k θ θ 的真实值取 ( )100,3,8 ，此时 Lindley 分布的模型为： 
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利用各参数的满条件分布，运用 R 软件进行 MCMC 模拟。为确保参数的收敛性，先进行 10,000 次

的预迭代，再进行 20,000 次迭代。结果如下所示： 
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1) 当 1 2,θ θ 选取无信息先验分布时： 
 
Table 1. Bayesian estimation of parameters 1 2, ,k θ θ  under uninformative prior distribution 
表 1. 无信息先验分布下参数 1 2, ,k θ θ 的贝叶斯估计 

参数 真值 均值 标准差 MC 误差 2.5%分位数 中位数 97.5%分位数 

1θ  3 3.0229 0.2458 0.0164 2.5 3.1 3.4 

2θ  8 8.2129 0.6221 0.0079 6.8 8.3 9 

k 100 104.0622 5.7847 0.0041 99.2 102 120 
 

 
Figure 1. The iteration trajectory of parameter k 
图 1. 参数 k 的迭代轨迹 

 

 
Figure 2. The iteration trajectory of parameter k  
图 2. 参数 k 的迭代轨迹 

 
2) 当 1 2,θ θ 选取伽玛先验分布时： ( )1 ~ 7,3Gaθ ， ( )2 ~ 9,2Gaθ 。 

 
Table 2. Bayesian estimation of parameters 1 2, ,k θ θ  under conjugate prior distribution 
表 2. 共轭先验分布下参数 1 2, ,k θ θ 的贝叶斯估计 

参数 真值 均值 标准差 MC 误差 2.5%分位数 中位数 97.5%分位数 

1θ  3 3.0316 0.2445 0.0176 2.4 3.1 3.4 

2θ  8 8.1573 0.6327 0.0077 6.7 8.2 9 

k 100 104.1521 5.9308 0.0039 99.1 102 120.6 
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Figure 3. Two iteration trajectories of the parameter k 
图 3. 参数 k 的两条迭代图 

 

 
Figure 4. Two iteration trajectories of the parameter k 
图 4. 参数 k 的两条迭代轨迹 

 
结果分析：由表 1 和表 2 知，当参数选取不同的先验分布后再进行随机模拟，得到各参数估计值与

真实值的 MC 误差均不超过 2%，因此各参数的估计值在较高水平上是有效的；各参数置信水平 0.95 的

置信区间[2.5%分位数，97.5%分位数]较窄，说明区间估计效果良好；图 1，图 2 是变点 k 的抽样迭代轨

迹，可以根据图上信息判断样本是否收敛。两张图上显示出抽样基本都在变点附近波动，具有一定的规

律性；此外，由图 3，图 4 看出 k 的两条 Markov 链趋于重合，具有较好的收敛性。综上可得，Lindley
分布的参数和变点估计可由 MCMC 算法得到较为理想的效果，可用该方法解决 Lindley 分布的变点问题。 
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