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摘  要 

设 ( ){ }; 0Z t t ≥ 是一个超临界马尔可夫分支过程。本文研究了超临界多型分支过程在连续时间情况下的

自归一化大偏差，这是我们对先前研究的离散时间下的自归一化大偏差进行扩展的结果，得到了连续时

间内自标准化大偏差 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 2lime | 0b t

i it
P S t Z t Z t V t x Z I−

→∞
+ > = 的极限是存在的，且是有限的

和正的。 
 
关键词 

Markov分支过程，多型，自归一化，大偏差 

 
 

Self-Normalized Large Deviations for  
Supercritical Multitype Branching Processes 

Ningjie Xiao, Juan Wang 
College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai  
 
Received: Sep. 28th, 2022; accepted: Oct. 28th, 2022; published: Nov. 8th, 2022 

 
 

 
Abstract 

Let ( ){ }; 0Z t t ≥  be a supercritical Markov branching processes. In this paper, we study the 
self-normalized large deviations of the supercritical multitype branching processes in continuous 
time, this is an extension of previous study of the large deviation of the self-normalization in dis-
crete time. From the above, we obtain that the limit of self-normalized large deviation 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 2lime | 0b t

i it
P S t Z t Z t V t x Z I−

→∞
+ > =  in continuous time exists and is finite and pos-

itive. 
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1. 引言 

设 ( ){ }; 0Z t t ≥ 是一个连续的时间马尔可夫分支过程。假设 ( ) ( ) ( ) ( )( ),1 ,2 ,, , ,i i i i NZ t Z t Z t Z t=  是在 t
时刻由 i 型单个粒子发起的 N 维分支过程。为了描述方便，在本文中我们考虑了二维的情况，即 2N = ， 

( )0i iZ I= ， 

( ) ( )
( )2

1 1

iZ t
k

i i
i k

Z t d X d
= =

+ = ∑ ∑ ， 

( )1 1,0I = ， ( )2 0,1I = ， ( ) ( ) ( )( ),1 ,2,k k k
i i iX t X t X t= 是 i 型粒子的第 k 个个体在 t 时刻的后代分布情况。

其中 ( )( ), 1, 2,k
iX t k =  是独立同分布的且与 ( ) ( ) ( )( )1 2, , 1, 2i i iX t X t X t i= = 有相同的分布。这些随机向量

是集合 2Z+ 中的非负整数。在不失一般性的前提下，我们还假设 0 0P = ，即该种群的灭绝概率为 0。 
其中一个值得关注的话题是在连续时间情况下(1.1)的收敛情况。 

( )
( )

( )( )
( )

TTT

T T1 1

l Z t Ml Z t d
P

Z t Z t

 ⋅⋅ + − ⋅ ⋅ 
 

，for 0ε > ， t →∞                    (1.1) 

在分支过程中的研究中，大偏差扮演者重要的角色。此前对大偏差的研究主要集中在离散时间的分

支过程或者一维的情况。Li，Cheng 和 A. G. Pakes [1]通过分析连续时间调和矩 ( )r
tE X − 的渐近性，显示

了 ( )Z t 的大偏差速率。Li，Meng [2]利用一个基于 2 型马尔可夫分支过程的相关母函数的微分方程找到

了一条曲线，由此得到了一个正则性准则。Li，Cheng，Li [3]讨论了 ( ) ( ) ( )1e 1 emt mtW t X t m a− −= − − 收敛

到 W， ( ) ( )X t s X t+ 在一定概率下收敛到 ems 且两者在W α≥  (α 为任意常数)在不同的力矩条件下得到

了上述三种收敛速率的显式估计。结果表明，第一个速率是几何的，而另外两个速率是超几何的。Athreya 
[4]研究了单个粒子分支过程的大偏差率。Chu [5]在 Athreya [4]的基础上得到了离散时间下超临界分支过

程的自归一化大偏差，证明了它的极限是存在的且是正的有限的。Athreya 和 Vidyashankar [6]证明了 

0ε > 时
( )

1 1
nn

n n

l Z Ml Z
Z Z

 ⋅⋅
−  ⋅ ⋅ 

和
( )

( )

1

11 1
n

n

l Z l v
Z v

 ⋅ ⋅
−  ⋅ ⋅ 

收敛到 0 的概率为 1，二个序列的大偏差概率呈几何速率衰 

减，在适当的条件下超几何衰减。其中，M 是{ }, 0nZ n ≥ 的平均矩阵， ( )1v 是 M 的最大特征值 ρ 对应的特

征向量，1 是所有分量都等于 1 的向量。本文在对 Chu [4]的研究结果上，将研究方向扩展到连续时间下

的超临界多型分支过程。 
文章的其余部分结构如下，在第 2 节中，我们介绍了一些预备知识和引理，并阐述主要定理；第 3

节主要是定理的详细证明过程；最后对本文进行了总结。 

2. 预备知识 

多型分支过程的平均矩阵是一个 n n∗ 矩阵，记为 ( )M t ， 
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( ) ( ){ }; , 1, ,ijt m t i j n= =M  ， 

这里 ( )ij ijm t E X =  ，且满足下面条件 

( )
0

lim
t

t
→

=M Ι . 

本文在超临界情况下进行研究，因此假设它的最大特征值 1τ > ， ( )1 2,v v=v 和 ( )1 2,u u=u 是特征值所

对应的两个严格正的特征向量，标准化后使得 T 1=v1 ， T 1=u1 。 
定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2,s f f=f s s ， 

( ) ( ) ( ) ( )i i j

j
f p s s= ∑s . 

( )s =f s 有唯一解 ( )1 2,e e=e ，其中 [ )0,1 , 1,2ie i∈ = 。此外， ie 是粒子 ( ) , 0iZ t d t+ ≥ 的灭绝概率，

即 

( ) ( )( )lim 0i it
e P t

→∞
= = =Z Z I0 . 

在这种情况下，我们定义以下矩阵 
( ) ( )i

j

f
s

=

∂
=

∂
s

s
A

0

.                                  (2.1) 

假设存在一个常数 ( )0,1γ ∈ 使得 ( )
1

n n

n
Aγ −

≥
收敛到一个非零的且有限的矩阵，这被称为 Schroder 情形

[7]，关于多维分支过程更详细的解释可参考([8]，第五章)。 
定理 2.1 ([9]，定理 1.1) 1 2, , ,V V V 是独立同分布的随机向量且有 ( )0 0P V = = 。假设对于任一

[ ] 0E V ≥ 或者 2 0E V  >  ，当 [ ] 2x E V E V >   时， 

( ) ( )( )2 21 2

00
lim supinf e

n cV x V C

n nn c
S x nH E

α

α

− +

→∞ ≥≥

 
> =  

 
， 

其中 1
n

n iiS V
=

= ∑ ， 2 2
1

n
n iiH V

=
= ∑ 。如果 2E V  = ∞  ，则有 [ ] 2 0E V E V  =  。 

定理 2.2 ([6]，定理 2) 如果(2.1)式假设成立，并且认为 

( )2T
1 0max 1

r

ii
E Z ⋅ = < ∞  

Z I ， 

γ 满足 T 1ρ γ > 。令 ( )1 2,l l l= 为非零向量且 1 2l l≠ ，则对于任意 0ε > 和 1,2i = ， 

( )TT
1

0T Tlim
1 1

nn n
in

n n

l Z Ml Z
P Z I

Z Z
γ ε− +

→∞

 ⋅⋅ − > =
 ⋅ ⋅ 

 

存在且为有限的正的。 
命题 2.1 对于任意 1j ≥ ， ( )1

1lim e b t
j jt

p t φ−

→∞
= 存在且 1 1jφ φ≤ = 。同时， ( )Q s 满足以下方程 

( ) ( ) ( )1 , 0 1B s Q s b Q s s′ = ≤ ≤ . 

当 0 1s≤ ≤ ， ( )0 0Q = ， ( )0 1Q′ = ， ( )1Q = ∞， ( )Q s < ∞。其中， ( ) 0
j

jjB s b s∞

=
= ∑ 。此外， ( )Q s  

还给出了以下级数展开式 

( ) 0
j

jjQ s q s∞

=
= ∑ .                                 (2.2) 
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3. 主要定理及其证明 

定理 3.1 定义 ( )S t 和 ( )2V t 见(3.1)，(3.2)，则 

( )
( ) ( ) ( )

( )1

1 2

lim e 0b t
i it

S t
P x

Z t Z t V t
−

→∞

 
 > =
 + 

Z I  

存在且为有限的正的。 
为方便描述，我们将 ( ) ( ) ( )( ),1 ,2,i i it Z t Z t=Z 简写为 ( ) ( ) ( )( )1 2,i t Z t Z t=Z 。 

( ) ( ) ( )T
1 2 iZ t Z t t+ = ⋅Z1  

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

1

2

TT

1 11 11 2 12 12
1

1 21 21 2 22 22
1

i i

t
k k

k

t
k k

k

S t t d t

l X d m l X d m

l X d m l X d m

=

=

= ⋅ + − ⋅

 = − + − 

 + − + − 

∑

∑

Z

Z

l Z l Z M

                    (3.1) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

1

2

2 22 2 2
1 11 11 2 12 12

1

2 22 2
1 21 21 2 22 22

1

t
k k

k

t
k k

k

V t l X d X t l X d X t

l X d X t l X d X t

=

=

 = − + −  

 + − + −  

∑

∑

Z

Z
                (3.2) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1

1 , , 1, 2
i t

i k
ij ij

ki i

Z t d
X t X d i j

Z t Z t =

+
= = ⋅ =∑

Z

 

证明：为了简化描述，我们先进行以下定义 

( ) ( )( )k
ij j ij ijY k l X d m= −

 ( ) ( )( ), k
n j ij ijS i j l X d m= −

 ( ) ( ) ( ) ( )1,1 1,2 2,1 2,2nm n n m mS S S S S= + + +  

( ) ( )
1

1,
n

k
n ij

k
X i j X d

n =

= ∑  

( ) ( )
1

1,
m

k
m ij

k
X i j X d

m =

= ∑
 

( ) ( )2 2

1
,

n

n ij
k

V i j Y k
=

= ∑
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2, 1,1 1,2 2,1 2,2n n m mV n m V V V V= + + +

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 22 22 2 2

1 2
1 1 1 1

1, 2,
n m

k k
nm j j n j j m

j k j k
V l X d X j l X d X j

= = = =

= − + −∑∑ ∑∑
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2 22 22 2

1 2
1 1

, 1, 2,nm nm n j m j
j j

t V n m V n X j m m X j mε
= =

= − = − + −∑ ∑  

令 ( ) ( )1 2,Z t n Z t m= = ，在条件概率下， 
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( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 2

1 2

0

, ,

,

i i

i i

nm

S t
P x

Z t Z t V t

P S t x Z t Z t V t t n m P t n m

P S t x n mV n m A

 
 > =
 + 

= ≥ + = ⋅ =

= ≥ + ⋅

Z I

Z Z  

对于任意的 ( )0,1ε ∈ ，我们有 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2

2

1 2

,

, , , ,

1 , ,

nm

nm nm nm

nm nm

P S t x n mV n m

P S t x n mV n m t V n m P t V n m

P S t x n mV n m P t V n m

A A

ε δ ε δ

δ ε δ

≥ +

≤ ≥ + ≤ + >

≤ ≥ − + + >

+

          (3.3) 

如果当 ,n m →∞时， 1A 和 2A 都收敛到 0，结合(2.2)则定理即得证。现对 1A 和 2A 进行一下分析， 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2 22
1

2 2 2 22 2

2 2 2 22 2

1 ,

4 1,1 1 1,1 4 1, 2 1 1, 2

4 2,1 1 2,1 4 2, 2 1 2, 2

nm

n n n n

m m m m

A P S t x n m V n m

P S x nV P S x nV

P S x mV P S x mV

δ

δ δ

δ δ

≤ ≥ − +

≤ ≥ − + ≥ −

+ ≥ − + ≥ −

       (3.4) 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 22 22 2
2 1 2

1 1

11 11 12 12
1 1

21 21 22 22
1 1

1 2 3 4

1, 1, 2, 2,

1,1 1,2

2,1 2,2

n j n m j m
j j

n n
k k

n n
k k

m m
k k

m m
k k

A P n X j m V j P m X j m V j

P X d m nV P X d m nV

P X d m mV P X d m mV

R R R R

δ δ

δ δ

δ δ

= =

= =

= =

≤ − > + − >

   
= − ≥ + − ≥   

   
   

+ − ≥ + − ≥   
   
+ + +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑



       (3.5) 

我们可以得到，对于第一部分 1R  

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1 11 11
1

11 11 11 11
1 1

1,1

1,1 1,1

n
k

n
k

n n
k k

n n
k k

R P X d m nV

P X d m nV P m X d nV

δ

δ δ

=

= =

 
= − ≥ 

 
   = − ≥ + − ≥   
   

∑

∑ ∑
 

对于足够大的整数 n， 

( )( ) ( ) ( )11 11 1
1

1,1 1
n

k n
n

k
P X d m nVδ β ρ

=

 
− ≥ ≤ + 

 
∑                       (3.6) 

( )( ) ( ) ( )11 11 2
1

1,1 1
n

k n
n

k
P m X d nVδ β ρ

=

 
− ≥ ≤ + 

 
∑                       (3.7) 

其中 

( ) ( ) ( )2 2
1 00

1supinf exp 0,1
2wc

E w c X M X M cρ δ
≥≥

   = − − − + ∈   
   

， 

https://doi.org/10.12677/pm.2022.1211197


肖宁洁，王娟 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2022.1211197 1848 理论数学 
 

( ) ( ) ( )2 2
2 00

1supinf exp 0,1
2wc

E w c M X M X cρ δ
≥≥

   = − − − + ∈   
   

. 

相似的 

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2 12 12
1

12 12 12 12
1 1

1, 2

1,2 1,2

n
k

n
k

n n
k k

n n
k k

R P X d m nV

P X d m nV P m X d nV

δ

δ δ

=

= =

 
= − ≥ 

 
   = − ≥ + − ≥   
   

∑

∑ ∑
 

对于足够大的整数 n， 

( )( ) ( ) ( )12 12 3
1

1, 2 1
n

k n
n

k
P X d m nVδ β ρ

=

 
− ≥ ≤ + 

 
∑                     (3.8) 

( )( ) ( ) ( )12 12 4
1

1, 2 1
n

k n
n

k
P m X d nVδ β ρ

=

 
− ≥ ≤ + 

 
∑                     (3.9) 

其中 

( ) ( ) ( )2 2
3 00

1supinf exp 0,1
2wc

E w c X M X M cρ δ
≥≥

   = − − − + ∈   
   

 

( ) ( ) ( )2 2
4 00

1supinf exp 0,1
2wc

E w c M X M X cρ δ
≥≥

   = − − − + ∈   
     

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

3 21 21
1

21 21 21 21
1 1

2,1

2,1 2,1

m
k

m
k

m m
k k

m m
k k

R P X d m mV

P X d m mV P m X d mV

δ

δ δ

=

= =

 
= − ≥ 

 
   = − ≥ + − ≥   
   

∑

∑ ∑  

对于足够大的整数 m， 

( )( ) ( ) ( )21 21 5
1

2,1 1
m

k n
m

k
P X d m mVδ β ρ

=

 
− ≥ ≤ + 

 
∑                    (3.10)

 
( )( ) ( ) ( )21 21 6

1
2,1 1

m
k n

m
k

P m X d mVδ β ρ
=

 
− ≥ ≤ + 

 
∑                    (3.11) 

其中 

( ) ( ) ( )2 2
5 00

1supinf exp 0,1
2wc

E w c X M X M cρ δ
≥≥

   = − − − + ∈   
   

 

( ) ( ) ( )2 2
6 00

1supinf exp 0,1
2wc

E w c M X M X cρ δ
≥≥

   = − − − + ∈   
   

 

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

4 22 22
1

22 22 22 22
1 1

2, 2

2,2 2,2

m
k

m
k

m m
k k

m m
k k

R P X d m mV

P X d m mV P m X d mV

δ

δ δ

=

= =

 
= − ≥ 

 
   = − ≥ + − ≥   
   

∑

∑ ∑
 

对于足够大的整数 m， 
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( )( ) ( ) ( )22 22 7
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2, 2 1
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k
P X d m mVδ β ρ

=

 
− ≥ ≤ + 

 
∑                    (3.12)
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 
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其中 

( ) ( ) ( )2 2
7 00

1supinf exp 0,1
2wc

E w c X M X M cρ δ
≥≥

   = − − − + ∈   
   

 

( ) ( ) ( )2 2
8 00

1supinf exp 0,1
2wc

E w c M X M X cρ δ
≥≥

   = − − − + ∈   
   

 

1 3 5 7 2 4 6 8,ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ= = = = = = . 

定义 { }max ,h n m= ，同样的论证也可以来估计 1A 。 1 0C > 存在 ( )9 0,1ρ ∈ ，对所有的 1h ≥  

( )1 1 91 h hA C β ρ≤ + ， 

记 { }1 2 9max , ,ρ ρ ρ ρ= ，选择一常数 ( )0,1β ∈ 使得 ( )1 1β ρ+ < 。则存在一个常数 C，使得对所有 1h ≥ ，

根据(3.4)~(3.13)，我们得到 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2, , , , 1 h h
nmn m t P S t x n mV n m A A Cψ δ β ρ≥ + = + ≤ + ， 

因此有 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 , , , , 1 ,
e e

h h
b t b t

A Ag t h n m t C CG t hψ δ β ρ≤ = ≤ +  . 

此外，根据(2.2)，我们有 

( ) ( ) ( )( )1 1

1
lim , lim e 1 lim e 1 ,hb t b th

t t th
G t h A f tβ ρ β ρ

∞
− −

→∞ →∞ →∞=

= + = + < ∞∑ ， 

因此，再次通过控制收敛定理，我们得到 

( ) ( )
1

1 1
lim , , , ,

eb tt h h

Ag t h n m tψ δ
∞ ∞

→∞ = =

= < ∞∑ ∑ . 

即得证。 

4. 结论 

这篇文章研究了在连续时间下多维分支过程的自归一化大偏差的极限行为，由以上可知，该大偏差

的极限是存在的并且是有限的、正的。 
除此之外，对于连续时间下多维分支过程在迁入移民后的情形也值得进一步研究。加入移民后自归

一化大偏差是否还具有相似的性质，这些都可以在今后的研究中加以思考和讨论。 
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