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摘  要 

针对偏微分方程在图像去噪过程中存在的阶梯效应，本文以YK模型为基础，引入差分曲率，将阈值和归

一化差分曲率相结合形成自适应阈值函数，从而得到一个基于自适应阈值函数的新图像去噪模型。为验

证模型的可行性，首先采用有限差分法进行数值计算，其次对Lena图像进行仿真实验，最后根据主观法

和客观评价法对各模型去噪结果进行对比分析，结果表明文中提出的新模型去噪效果优于其他模型。 
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Abstract 
Aiming at the step effect of partial differential equations in the process of image denoising, based 
on the YK model, this paper introduces differential curvature, and combines threshold and nor-
malized differential curvature to form an adaptive threshold function, thereby obtaining a new 
image denoising model based on adaptive threshold function. In order to verify the feasibility of 
the model, the finite difference method is used for numerical calculation, and then the Lena image 
is simulated. Finally, the denoising results of each model are compared and analyzed according to 
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the subjective method and the objective evaluation method, the results show that the denoising 
effect of the new model proposed in this paper is better than other models. 
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1. 引言 

随着科学信息技术的飞速发展，数字图像处理技术已广泛应用到信息、工程、地球等科学领域。而

数字图像在获取和传递的过程中易受到噪音污染，为获得质量更高的图像，国内外学者对图像去噪进行

了诸多研究。目前图像去噪的方法有很多，主要分为变换域和空间域两大类去噪方法，其中空间域去噪

方法包括均值滤波法、中值滤波法、非局部均值法及基于偏微分方程的方法等。随着数字图像处理技术

的提高，基于数学理论的偏微分方程去噪方法已成为图像去噪领域的研究热点。 
1990 年 Perona 和 Malik [1]提出最经典的各向异性扩散方程，该模型的梯度下降流为： 

( )( )u c u u
t

∂
= −∇ ∇ ∇

∂
 ，                             (1-1) 

其中 u 表示图像的灰度值函数，∇表示散度，∇表示梯度算子， ( )c u∇ 表示扩散系数。由于该模型在

数学理论上来讲是一个病态模型，所有在去除噪音的同时也易产生阶梯效应。为克服 PM 模型出现的问

题，You 和 Kaveh [2]将梯度算子∇改为拉普拉斯算子 ∆，从而得到 YK 模型： 

( )( )u c u u
t

∂
= −∆ ∆ ∆

∂
，                              (1-2) 

虽然 YK 模型具有良好的去噪效果，但在去噪的过程中易出现过渡平滑和孤立的黑白斑点，后续学

者纷纷对这两个模型进行研究，提出了许多改进的模型[3] [4] [5]。 
其中 2014 年 Min 等人[6]针对 PM 模型存在的问题，将梯度模扩展为灰度函数模，该模型的公式如下： 

n
uu u

t k

−  ∂  = −∆ ∆  ∂   
，                              (1-3) 

该模型利用灰度函数膜对图像进行去噪，根据不同的 n 对图像去噪得到不同的降噪效果。但该模型

去噪过于模糊化，虽具有一定的去噪效果，但某些细节特征方面处理不佳。2019 年闵莉花等人[7]利用图

像灰度值和阈值函数提出的新去噪模型： 

( )( )expu u k u
t

∂
= −∆ − ∆

∂
，                            (1-4) 

该模型虽然具有较好的去噪效果，但存在阈值 k 人工选择和图片不清晰的问题，原因可能是 k 值过

大导致图像模糊化。 
通过对以往模型的梳理，不难知道：阈值 k 是一个常数，需要人工给定，但在实验过程中很难确定

合适的 k。若 k 选择过大，易造成图像的过渡平滑；若 k 选择过小，导致图像去噪不彻底。因此本文引入
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差分曲率，对阈值 k 进行自适应改进。 
本文其它部分构成如下：第二节介绍了什么是差分曲率，通过引入差分曲率，构建一种自适应阈值

函数的 PDE 去噪模型；第三节先介绍去噪效果的评价方法，通过仿真实验得到各模型的去噪效果和评价

指标，对比分析出各模型的去噪优劣；第四节对我们的成果进行了总结与展望。 

2. 模型的改进 

2.1. 差分曲率算子 

差分曲率是由 Chen 等人[8] (2010)首次提出的边缘检测算子，在图像去噪中主要用于区分边缘、平坦

和独立噪声点区域。对应的表达式为： 

D u uηη ξξ= − ，                                (2-1) 

其中 uηη 、 uξξ 分别表示为灰度值函数图像 u 在梯度方向和垂直于梯度方向的二阶导数。设梯度方向和垂

直于梯度方向的方向向量分别为： 
2 2,x y x yu u u uη  = +  ， 2 2,y x x yu u u uξ  = − +                       (2-2) 

u 对梯度方向的偏导为： 

( ) ( )2 2 2 2, ,x y x y x y x yu u u u u u u u u u uη η  = ∇ ⋅ = ⋅ + = + ∇  ，                (2-3) 

其中 2 2
x yu u u∇ = + ，从而得到 u 对梯度方向的二阶偏导： 

2 2 2 2 2 2

,
, x yx xx y xy y yy x xy

x y x y x y

u uu u u u u u u u
u u

u u u u u u
ηη η η

   + +   = ∇ ⋅ = ⋅
 + + + 

，                 (2-4) 

即： 
2 2

2 2

2xx x x y xy yy y

x y

u u u u u u u
u

u uηη

+ +
=

+
，                           (2-5) 

同理可得 u 对垂直于梯度方向的偏导和二阶导为： 

( )2 2
x yu u u uξ = − ∇ ，

2 2

2 2

2xx y x y xy yy x

x y

u u u u u u u
u

u uξξ

− +
=

+
，                  (2-6) 

其中对 x、y 的偏导分别表示为： 

( ) ( )1 1, ,
2xu u x y u x y= + −  ， ( ) ( )1 , 1 ,

2yu u x y u x y= + −  ，              (2-7) 

对 x、y 的二阶偏导分别表示如下： 

( ) ( ) ( )1, 1, 2 ,xxu u x y u x y u x y= + + − − ，                     (2-8) 

( ) ( ) ( ), 1 , 1 2 ,yyu u x y u x y u x y= + + − − ，                     (2-9) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1
4xyu u x y u x y u x y u x y= + + + − − − − + − + −   .           (2-10) 

由公式(2-1)可以得到差分曲率算子 D 的以下特征： 
1) 在边缘区域， uηη 较大， uξξ 较小，所以 D 值较大； 
2) 在平坦区域， uηη 和 uξξ 都较小，所以 D 值较小； 
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3) 在独立噪声点区域， uηη 和 uξξ 都较大，且几乎相等，所以 D 较小。 
因此根据差分曲率 D 值大小，可以很好地区分边缘和平坦区域、独立噪声点。 

2.2. 阈值函数的构建 

针对前人提出的模型，可以看出阈值 k 需要人工给定，k 值过大过小均会导致图像去噪效果不好。因

此本小节从 k 入手，引入差分曲率，将阈值和归一化差分曲率相结合，得到了一个自适应阈值函数。 
首先引入差分曲率 D，对差分曲率进行归一化处理： 

min
max min

D Dd
D D
−

=
−

，                               (2-11) 

其次将阈值参数 k 与归一化差分曲率 d 相结合，形成一个自适应阈值函数： 

0 , 0
1

k
k

d β β′ = >
+

，                                (2-12) 

其中 0k 为初始阈值，现取 0k k> ，这里 k 为公式(1-4)中的值。通过对自适应阈值函数的分析可以得到如

下特征： 
1) 在平坦区域： uηη 较大， uξξ 较大，从而 0D → ， 0d → ，有 k k′ > ，因此增大了扩散强度； 
2) 独立噪声区域： uηη 较小， uξξ 较小，从而 0D → ， 0d → ，有 k k′ > ，因此增大了扩散强度； 

3) 在边缘区域： uηη 较大， uξξ 较小，从而 D 较大， 1d → ，当

1

0k k
d

k
β− >  

 
时，有 k k′ < ，因此

降低了扩散强度。 
基于此，图像去噪能力得到提升的同时，边缘细节也得到了较好的保留。最后本文以 YK 模型为基

础，引入差分曲率，将阈值和归一化差分曲率结合形成自适应阈值函数，提出一个基于自适应阈值函数

的新图像去噪模型： 

( )( )expu u k u
t

∂ ′= −∆ − ∆
∂

.                             (2-13) 

3. 仿真实验及结果分析 

3.1. 去噪效果评价方法 

本文的评价图像质量方法主要有两种：主观评价方法和客观评价方法。主观评价方法[9]主要依据降

噪图像的视觉效果对降噪图像进行评价分析。客观评价方法[10]主要依据数学模型客观地对图像质量进行

定量计算。本文采用的图像质量评价指标有信噪比(SNR)、峰值信噪比(PSNR)和均方根误差(RMSE)。其

中 PSNR 反映的是图像处理前后数据变化的统计评价，其值越大，图像失真越少；SNR 越大，去噪效果

越好；RMSE 越小，去噪能力越强。设图像大小为 M N× ， ( ),u x y 和 ( ),U x y 分别表示原图像和处理后的

图像，则各评价指标的公式如下： 

( ) ( )

2

2

1 1

255PSNR 10lg
1 , ,

M N

i j
U i j u i j

MN = =

 
 
 =
 −   
 

∑∑
，                      (3-1) 

和 
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( ) ( )

( ) ( )

2

1 1

2

1 1

, ,
SNR 10lg

, ,

M N

i j
M N

i j

u i j u i j

U i j u i j

= =

= =

 −   
 =
 −   
 

∑∑

∑∑
， ( ) ( )

1 1

1, ,
M N

i j
u i j u i j

MN = =

= ∑∑ ，          (3-2) 

( ) ( ) 2

1 1
, ,

RMSE

M N

i j
U i j u i j

MN
= =

−  
=

∑∑
.                         (3-3) 

3.2. 数值求解 

本小节使用有限差分法进行求解。u 在梯度方向和垂直于梯度方向二阶导数表达如下： 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

22

, , , , , , ,
22,

, ,

2
n n n nn n n

xx x x y xy yy yi j i j i jn i j i j i j i j

i j nn
x yi j i j

u u u u u u u
u

u u
ηη

+ +
=

+
，          (3-4) 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 2

, , ,, , , ,
22,

, ,

2
n n n nn n n

xx y x y xy yy xi j i j i jn i j i j i j i j

i j nn
x yi j i j

u u u u u u u
u

u u
ξξ

− +
=

+
，          (3-5) 

从而得到差分曲率： 

( ) ( ), , ,

n nn
i j i j i j

D u uηη ξξ= − ，                             (3-6) 

对差分曲率进行归一化处理： 

( )
( ) ( )

, ,
,

, ,

min

max min

n n
i j i jn

i j n n
i j i j

D D
d

D D

−
=

+
，                           (3-7) 

故得到迭代后的自适应阈值函数： 

( ) ( ) ( )( )0 ,, ,
1 , 0nn n

i ji j i j
k k d

β
β′ = + > ，                        (3-8) 

现设 

( )( ), , ,,exp nn n n
i j i j i ji jg u k u′= − ，                           (3-9) 

采用中心差分格式计算上式的拉普拉斯算子： 

, 1, 1, , 1 , 1 ,4n n n n n n
i j i j i j i j i j i jg g g g g g+ − + −∆ = + + + − ，                    (3-10) 

从而得到离散后的迭代方程： 
1

, , ,
n n n
i j i j i ju u t g+ − = −∆ ⋅∆ .                             (3-11) 

3.3. 实验结果与分析 

为验证新模型的可行性，本章使用 Lena (图像大小：256 × 256)进行仿真实验。首先对 Lena 图像添

加均值为 0、方差为 0.003 的高斯噪声；其次固定时间步长 0.01t∆ = ，迭代次数 100n = ；接着将提出的

新模型与 PM 模型、YK 模型、Min 模型、式(1-4)模型分别进行降噪处理，最后根据主观视觉评价和客观
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评价指标对其去噪效果进行对比分析。经实验验证： 100k = 时，本章提出的新模型去噪效果达到最佳。

模型处理后得到的图像视觉效果如图(图 1)，各模型对应的客观评价指标对比分析如表(表 1)。 
 

 
Figure 1. Comparison of image denoising effects (mean 0, variance 0.003) 
图 1. 图像去噪效果对比(均值为 0、方差为 0.003) 

 
从上图可以看出：PM 模型对噪声图像处理效果不佳，且还出现了“阶梯效应”现象，这是因为 PM

模型的阈值参数具有一定的取值范围，当阈值不在对应的范围之内则去噪效果不好；YK 模型虽然对该噪

声图像具有一定的去噪效果，但某边缘区域比如头发、帽子和手臂等部分出现了很多的白色斑点，且从

整体来看去噪后图像相对模糊；后面三个模型都具有较好的去噪效果，但 Min 模型和公式(1-4)模型对应

的去噪后图像在某些细节方面比如帽子和右下角区域处理得不理想，而本文提出的新模型对图像的细节

部分具有一定的保留性，比如红椭圆中白色的点亮度逐渐加强，且该模型去噪后的图像要比前面四个模

型更加清晰特别是红框中呈现的图像区域部分。因此从视觉效果方面相比，本文模型在具有良好去噪性

能的同时，也能较好的保护图像内部信息结构。 
从以上数据来分析：PM 模型的 PSNR 值和 SNR 值均低于噪声图像，RMSE 值明显高于噪声图像，

由此表明 PM 模型对含噪图像的去噪效果不好；其他模型的 PSNR 值和 SNR 值均高于噪声图像且 RMSE
值低于噪声图像，也说明了这四个模型对噪声图像具有一定的去噪效果。从 PSNR 值或者是 SNR 值来看，

本文模型的 PSNR 值与公式(1-4)模型相比提高了 1.27 dB，比 YK 模型升高了 1.41 dB，本章模型的 SNR
值同 Min 模型和 PM 模型相比较，分别高出 1.32 dB、14.92 dB；从 RMSE 值来看，新模型 RMSE 值低于
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PM 模型 41.53，和公式(1-4)模型相比降了 1.43，同时也比 Min 模型和 YK 模型低了 1.49、1.60。从而可

以得出：本文模型与其他模型相比，其信噪比和峰值信噪比均得到了提高，均值方差有所下降，因此从

客观指标数据来看本文提出的模型比其他模型更优。 
 

Table 1. Comparison of objective indicators of image denoising effect 
表 1. 图像去噪效果客观指标对比 

Lena 图像 

去噪模型 PSNR SNR RMSE 

噪声图像 25.2353 11.5534 13.9564 

PM 模型 14.0458 0.3640 50.6113 

YK 模型 27.5576 13.8758 10.6821 

Min 模型 27.6436 13.9617 10.5769 

公式(1-4)模型 27.6937 14.0118 10.5161 

本文模型 28.9670 15.2852 9.0822 

4. 结论 

本文通过归纳总结以往的经典模型，引入差分曲率，将归一化的差分曲率与阈值函数相结合，提出

一种基于自适应阈值函数的 PDE模型。该模型的优越性在于阈值函数实现了自适应选择，去噪效果更好。

通过对含噪图像进行仿真实验，各模型去噪结果与分析表明：本文提出的模型去噪性能优于其他模型。

但我们的实验工作过于简单，只针对固定迭代次数的情况下进行实验，并没有选择最佳迭代次数；且该

模型只进行了仿真实验并没有模型应用，因此接下来的工作需要对以上存在的问题进一步进行完善。 
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