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摘  要 

本文考虑次线性算子的多线性交换子在变指标Herz Triebel-Lizorkin空间的有界性问题。通过利用变指

标Herz Triebel-Lizorkin空间的等价刻画，极大算子控制法及Lipschitz函数的相关性质，证明了次线性

算子与Lipschitz函数生成的多线性交换子是从变指标Herz空间到变指标Herz Triebel-Lizorkin空间

有界的。 
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Abstract 
This paper is concerned with a boundedness problem for the multilinear commutators of subli-
near operators on the Herz Triebel-Lizorkin spaces with variable exponent. By means of the 
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maximum operator control method, the equivalent characterized of Herz Triebel-Lizorkin spaces 
with variable exponent and related properties of Lipschitz functions, it proved the boundedness of 
multilinear commutators for sublinear operators with Lipschitz functions from variable exponent 
Herz spaces to variable exponent Herz Triebel-Lizorkin spaces. 
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1. 引言 

近年来，自 1991 年 Kováčik 和 Rákosník [1]给出了变指标 Lebesgue 空间和 Sobolev 空间的完备性，

连续性及等价范数后，变指标函数空间得到了迅速的发展。众所周知，Herz 空间是 Lebesgue 空间的加幂

权形式。随着 2010 年 Izuki [2]引入了变指标 Herz 空间并研究了该空间的性质，建立了次线性算子在该空

间的有界性之后，越来越多的学者开始关注并研究变指标 Herz 型空间。先后定义了变指标 Herz-Morrey
空间[3]、变指标 Herz-Hardy 空间[4]、变指标 Herz-Besov 空间[5]和变指标 Herz Triebel-Lizorkin 空间[5]。
最近，韦营营等[6]，Fang 等[7]利用 Peetre 极大算子和 Hardy-Littlewood 极大算子在向量值空间的有界性，

建立了变指标 Herz Triebel-Lizorkin 空间的等价范数刻画。 
另一方面，关于交换子的研究也取得了很大进展。如 2015 年，王洪斌[8]证明了次线性算子的交换子

在变指标 Herz-Hardy 空间的有界性。2017 年，王立伟等[9]得到了次线性算子的多线性交换子在变指标

Herz 空间的有界性结果。2022 年，彭珊珊等[10]证明了 Calderón-Zygmund 算子的多线性交换子在极大变

指标 Herz 空间的有界性。受文献[6]和文献[9]研究结果的启发，本文主要讨论次线性算子与 Lipschitz 函

数生成的多线性交换子在变指标 Herz Triebel-Lizorkin 空间的有界性问题，对变指标函数空间理论做了进

一步的推广。 
本文结构安排如下：将在第二节给出与本文相关的定义、引理，在第三节给出本文的主要结果与相

关证明。 

2. 预备知识 

在这篇文章中，我们引入次线性算子 T 和Tλ 与局部可积函数 b 构成的多线性交换子T b 和Tλ
b ，T b 和

Tλ
b 分别定义如下： 

( )( ) ( )( )tT f x F f x=b b ， ( )( ) ( )( )tT f x E f xλ =b b ， 

在这里，假设 ( )1, ,jb j m=  是固定在 n
 上的局部可积函数， ( ),tF x y , ( ),tE x y 都定义在 [ )0,n n× × +∞ 

上， 

( )( ) ( ) ( ), dnt tF f x F x y f y y= ∫


， ( )( ) ( ) ( ), dnt tE f x E x y f y y= ∫


， 

且 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

) , dn

m

t j j t
j

F f x b x b y F x y f y y
=

= −∏∫b


， ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

, dn

m

t j j t
j

E f x b x b y E x y f y y
=

= −∏∫b


。 

tF ， tE 分别满足以下条件：对给定的 0ε > ， 0 nλ< <  

( ), n
tF x y C x y −≤ − ,                                     (1) 

( ), n
tE x y C x y λ− +≤ − ，                                  (2) 

和当 2 y z x z− ≤ − 时， 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , n
t t t tF y x F z x F x y F x z C y z x zε ε− −− + − ≤ − − ， 

( ) ( ), , n
t tE y x E z x C y z x zε ε λ− − +− ≤ − − 。 

同样的，也可以定义 ( )( ) ( )( )tT f x F f x= ， ( )( ) ( )( )tT f x E f xλ = 。 

对于变指标 Herz Triebel-Lizorkin 空间，有如下重要性质： 
对 ( ) ( )np ⋅ ∈  ，0 1β< < ，α ∈，0 q< ≤ ∞，齐次变指标 Herz Triebel-Lizorkin 空间的等价范数

刻画如下： 

( ) ( )
( ) ( )

,

,
1

1supq n
p

q n
p

QnK F QQ
K

f f f
Q

α β

α
β∞⋅

⋅

+ −∫ 







 ， 

非齐次变指标 Herz Triebel-Lizorkin 空间的等价范数刻画如下： 

( ) ( )
( ) ( )

,

,
1

1supq n
p

q n
p

QnK F QQ
K

f f f
Q

α β

α
β∞⋅

⋅

+ −∫





 ， 

其中 ( )1 dQ Q
f f x x

Q
= ∫ 。 

下面介绍一些定义、引理： 
定义 1 [6] 设 Ω 是在 n

 上的一个可测子集且 0Ω > 。令 ( ) [ ): 1,p ⋅ Ω → ∞ 是可测函数。变指标

Lebesgue 空间 ( ) ( )pL ⋅ Ω 定义为：对于某个 0λ > ，使得 

( )
d

f x
x

λΩ
< ∞∫ , 

成立的Ω上的可测函数 f 全体。其范数可以表示为： 

( ) ( )
( ) ( )

: inf 0 : d 1p

p x

L

f x
f xλ

λ
⋅ Ω Ω

  = > ≤ 
  

∫ 。 

设 ( )1
loc

nL  是 n
 上所有局部可积函数的集合，给定一个函数 ( )1

loc
nf L∈  ，则 Hardy-Littlewood 极

大算子 M 被定义为： 

( ) ( )( ),0
sup dn

B x rr
Mf x r f y y−

>
= ∫: ， nx∀ ∈ ， 

这里 ( ) { }, nB x r y x y r= ∈ − < : 。 

令 ( ){ }ess inf 0np p x x− = ∈ >: : ， ( ){ }esssup np p x x+ = ∈ < ∞: : ，记 ( )0 n
 是满足 
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( )0 p p x p− +< ≤ < < ∞的所有 ( )p x 的全体， ( )n
 是满足 ( )1 p p x p− +< ≤ < < ∞的所有 ( )p x 的全体。 

( )p′ ⋅ 是 ( )p ⋅ 的共轭指数，即 ( ) ( )
( ) 1
p

p
p

⋅
′ ⋅ =

⋅ −
。用 ( )n

 表示满足 ( ) ( )np ⋅ ∈  且使得 Hardy-Littlewood

极大算子 M 在
( ) ( )p nL ⋅
 上有界的全体。若 ( ) ( )np ⋅ ∈  满足 

( ) ( ) ( )log
Cp x p y
x y
−

− ≤
−

，
1
2

x y− ≤ ， 

( ) ( ) ( )log
Cp x p y
e x

− ≤
+

， y x≥ ， 

则 ( ) ( )np ⋅ ∈  。 
接下来给出一些记号以及 Lipschitz 函数的相关性质： 
对1 l m≤ ≤ ， m

lC 表示由{ }1,2, , m 中 l 个不同元素构成的有限子集族 ( ) ( ){ }1 , , lσ σ σ=  。对任意
m
lCσ ∈ ，用 { }1, , \c mσ σ=  表示σ 的补序列。如果 ( )1 2, , , mb b b=b  ， ( )Lip n

lb β∈  及 

( ) ( ){ }1 , , m
ll Cσ σ σ= ∈ ， 1 l m≤ ≤ ，记 ( ) ( )1 lb bσ σ σ=b  ， ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

1

l

B i i Bi
b x b b x bσ σσ

=

− = −∏: 。并记

( ) ( ) ( )Lip Lip1
n n

l

i
i

b
β β

σ σ
=

=∏b




: 。特别地， ( ) ( )Lip Lip
1

n n

m

l
l

b
β β

=

=∏b
 

: 。 

引理 1 [11] 对 0 1β< < ，1 q< ≤ ∞，有 

( ) ( ) ( )
1

1Lip

1 1 1sup d sup dn

q
q

Q Qn nQ QQ Q
f f y f y f y f y

QQ Qβ β β+

 
= − ≈ −  

 
∫ ∫



， 

当 q = ∞时，上式做相应修改。 

引理 2 [12] 设 *Q Q⊂ ，则 ( )* Lip n
n

QQ
f Qf f

β

β− ≤


。 

目前，关于极大算子和次线性算子在变指标 Herz 空间的有界性结果有： 
引理 3 [5] 令 ( ) ( )np ⋅ ∈  ，0 q< < ∞，1 r< < ∞。若 ( )1 2, 0,1δ δ ∈ 且 1 2n nδ α δ− < < 。则存在一个正

常数 C 使得对 n
 上所有局部可积的函数序列{ }j j

f
∞

=−∞
，有 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

q qn n
p p

r r
r r

k k
k k

K K

Mf C f
α α⋅ ⋅
⋅ ⋅

∞ ∞

=−∞ =−∞

   ≤   
   
∑ ∑

 

 

。 

引理 4 [2] 令α ∈，0 q< < ∞且 ( ) ( )np ⋅ ∈  。若 ( )1 2 0 1δ δ ∈, , 且 1 2n nδ α δ− < < 。假设 T 是一个次

线性算子，满足尺寸条件(1)。若 T 在
( ) ( )p nL ⋅
 上有界，那么 T 在变指标 Herz 空间有界。 

引理 5 [7] 令α ∈， 0 nλ< < ， 1 20 q q< < ≤ ∞ ， ( ) ( ) ( )1 2, np p⋅ ⋅ ∈  且
( ) ( )2 1

1 1
p p n

λ
=

⋅ ⋅
− 。若

( )1 2, 0,1δ δ ∈ 且 1 2n nδ α δ− < < 。假设 Tλ 是一个次线性算子，满足尺寸条件(2)。若 Tλ 从
( ) ( )1p nL ⋅
 到

( ) ( )2p nL ⋅
 有界，那么Tλ 是从齐次变指标 Herz 空间 ( ) ( )1

1

,q n
pKα

⋅


 到齐次变指标 Herz 空间 ( ) ( )2
2

,q n
pKα

⋅


 有界的，

并且Tλ 在非齐次变指标 Herz 空间的有界性也同样成立。 

引理 6 [7] 令 ( ) ( ) ( )1 2, np p⋅ ⋅ ∈  且
( ) ( )1 2

1 1
p p n

λ
−

⋅ ⋅
= 。若 Qh 是固定在方体 Q 上的函数，那么对于
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0 β≤ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
2 1

1 1

1 1sup sup
q qn n

p p

Q Q
n n nQ QQ Q

K K

h C h
Q Qα α

β β λ

⋅ ⋅

+ + +≤∫ ∫
 

 

， 

且 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
2 1

1 1

1 1sup sup
q qn n

p p

Q Q
n n nQ QQ Q

K K

h C h
Q Qα α

β β λ

⋅ ⋅

+ + +≤∫ ∫
 

， 

这里的常数 C 仅仅与 ( ) ( )1 2, , ,p p q α⋅ ⋅ 和 n 有关。 

3. 主要结果及证明 

本文的主要结论如下： 

定理 1 令α ∈，0 q< ≤ ∞且 ( ) ( )np ⋅ ∈  。假设 ( )1 2, 0,1δ δ ∈ ， 1 2n nδ α δ− < < 且 0 min 1,
m
εβ  < <  

 
，

( )1, , mb b=b  ， ( )Lip n
jb β∈  ，1 j m≤ ≤ 。对任意的具有紧支集的局部可积函数 f，若次线性算子 T 满

足尺寸条件(1)且 T 在
( ) ( )npL ⋅
 上有界，那么 

(a) T b 是从 ( ) ( ),q
p

nKα
⋅



 到 ( ) ( ),q m n
pK Fα β

∞⋅
 

 有界的； 

(b) T b 是从 ( ) ( ),
p

q nKα
⋅  到 ( ) ( ),q m n

pK Fα β
∞⋅


 有界的。 

定理 2 令α ∈，0 nλ< < ， 1 20 ,q q< < ∞， ( ) ( ) ( )1 2, np p⋅ ⋅ ∈  且
( ) ( )2 1

1 1
p p n

λ
=

⋅ ⋅
− 。假设 ( )1 2, 0,1δ δ ∈ ，

1 2n nδ α δ− < < 且 0 min 1,
m
εβ  < <  

 
， ( )1, , mb b=b  ， ( )Lip n

jb β∈  ，1 j m≤ ≤ 。对任意的具有紧支集的

局部可积函数 f，若次线性算子Tλ 满足尺寸条件(2)且Tλ 从
( ) ( )1p nL ⋅
 到

( ) ( )2p nL ⋅
 有界，那么 

(a) Tλ
b 是从 ( ) ( )1

1

,q n
pKα

⋅


 到 ( ) ( )2
2

,q m n
pK Fα β

⋅ ∞
 

 ； 

(b) Tλ
b 是从 ( ) ( )1

1

,q n
pKα

⋅  到 ( ) ( )2
2

,q m n
pK Fα β

∞⋅


 。 

定理 1 的证明：令 ( )0 ,Q Q x l= ， 0x Q∈ ， 0l > 。对
( ) ( )p nf L ⋅∈  做如下分解： 1 2Qf f χ= ， 2 1f f f= − 。

有： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1

1

0

, d

, d

1 , d

n

n

n cm
j

m

t j j t
j

m

j j j j tQ Q
j

m m j
j j j j tQ Q

j C

F f x b x b y F x y f y y

b x b b b y F x y f y y

b x b b y b F x y f y y
σ σσ

=

=

−

= ∈

= −

= − + −

= − − −

∏∫

∏∫

∑ ∑ ∫







b

 

    

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1

1

1

1 , dn c
m
j

m m tQ Q

m
t m mQ Q

m m j
Q Q t

j C

b x b b x b F f x

F b b b b f x

b x b b y b F x y f y y
σ σ

σ

−
−

= ∈

= − −

+ − − −

+ − − −∑ ∑ ∫





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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )

1 1

1 1 1

1 1 2

1

1

1

1

1 .c
m
j

m m tQ Q

m
t m mQ Q

m
t m mQ Q

m m j
Q t Q

j C

b x b b x b F f x

F b b b b f x

F b b b b f x

b x b F b b f x
σ σ

σ

−
−

= ∈

= − −

+ − − −

+ − − −

+ − − −∑ ∑







 

因此 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )

1 1 2 0

1 1 2 0

1 1

1

1
c

m
j

m mQ Q

b
t t m mQ Q

m m tQ Q

m

Q t Q
j C

T f x T b b b b f x

F f x F b b b b f x

b x b b x b F f x

b x b F b b f x
σ σ

σ

−

= ∈

− − −

≤ − − −

≤ − −

+ − −∑ ∑

b






 

     

( )( ) ( )( )( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

2 2 0
1 1

1 2 3 4

t m mQ Q

m m

t j j t j jQ Q
j j

F b b b b f x

F b b f x F b b f x

E x E x E x E x
= =

+ − −

   
+ − − −   

   
= + + +

∏ ∏



: .

 

那么 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 01

1 2 3 41 1 1 1

1 2 3 4

1 d

1 1 1 1d d d d

m mm n Q QQ

m n m n m n m nQ Q Q Q

T f x T b b b b f x x
Q

E x x E x x E x x E x x
Q Q Q Q
N N N N

β

β β β β

+

+ + + +

− − −

≤ + + +

= + + +

∫

∫ ∫ ∫ ∫

b


: .

 

首先估计 1N ，根据引理 1，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

1 1 11

1Lip

Lip

1 sup d

1 dn

n

m mm n Q Q Qx Q

m n
m n Q

N b x b b x b T f x x
Q

C Q T f x x
Q

C M T f x

β

β

β

β
β

+
∈

+

≤ − −

≤

≤

∫

∫b

b







.

 

对于 2N ，选取1 r p< < 并令 µ ， µ′为整数，使得 mµ µ′+ = ，0 mµ≤ < ， 0 mµ′< ≤ 。根据 Hölder
不等式，次线性算子 T 在 ( )r nL  上的有界性以及引理 1，可以得到 

( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( ) ( )( )( )

1

2 1
1

11 11 1

1
1

1 d

1 d d

c
m
j

c
m
j

m

Q Qm n Q
j C

rrm rr r

Q Qm n Q Q
j C
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接下来，继续估计 3N 。 3N 的估计与 2N 的估计类似，通过 Hölder 不等式，有 

( )( ) ( )

( )( )( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

1

1 1
3 11 2

1

1

1 1
1 2

1

11 1
1 Lip 2

1

Lip

1 d

1 d

1 dn

n

rr
m r

j jm n Q Q
j

rr
mr

j jm n Q Q
j

rrr m n
m n Q

rr

N C T b b f x x Q
Q

C Q b b f x x
Q

C Q Q f x x
Q

C M f x

β

β

β

β

β
β

−

+
=

−

+
=

−

+

   ≤ −    

 
 ≤ −
 
 

≤

≤

∏∫

∏∫

∫b

b





.

 

对于 4N ，因为 ( )2 cy Q∈ ， 0x y x y− ≈ − 。根据引理 1，引理 2，可以得到 
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所以， ( ) ( )( )4 Lip nN C M f x
β

≤ b

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结合上面对 1N ， 2N ， 3N ， 4N 的估计，对所有满足 x Q∈ 的方体 Q 取上确界，可以得到 
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再根据引理 3，引理 4，可以得出 
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对于T b 在非齐次变指标Herz Triebel-Lizorkin空间上有界性的证明与上述方法相似，故此处略去证明。 
定理 1 至此估计完毕，接下来继续证明定理 2。 
定理 2 的证明：定理 2 的证明与定理 1 类似，所以令 ( )0 ,Q Q x l= ， 0x Q∈ ， 0l > 。对

( ) ( )1p nf L ⋅∈ 

做如下分解： 1 2Qf f χ= ， 2 1f f f= − 。有： 
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那么 
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先估计 1G 。 1G 的估计与 1N 类似，并由引理 3，引理 5 可以得到 
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接下来，继续估计 2G 。选取 ,r r 并且 11 r p −< < ，1 1r r nλ− = ， 1r p n λ−< < 。并令 µ µ′, 为整数，

使得 mµ µ′+ = ， 0 mµ≤ < ， 0 mµ′< ≤ 。根据 Hölder 不等式以及引理 6、引理 1、引理 5，存在 r ，使
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对于 3G ， 3G 的估计与 3N 类似。使用引理 2 能够得出 
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最后估计 4G ， 4G 的估计与 4N 类似。因为 ( )2 cy Q∈ ， 0x y x y− ≈ − 。根据引理 1，引理 2 可以得
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进而，由引理 6，引理 2 及引理 5，可以得到 
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结合上面对 1G ， 2G ， 3G ， 4G 的估计，对于所有满足 x Q∈ 的方体 Q 选取上确界，可以得出 
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对于Tλ
b 在非齐次变指标 Herz Triebel-Lizorkin 空间上有界性的证明与上述方法相似，故此处略去证明。 
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