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摘  要 

本文主要研究三维等熵可压缩磁流体力学方程组大解 ( ), ,u Bσ 的时间导数的大时间渐近行为。在大解本

身及其一阶和二阶导数在 2L 中的衰减率分别为 ( )
3
41 t −+ ，( )

5
41 t −+ ，( )

7
41 t −+ 的基础上，本文证明了大解

( ), ,u Bσ 的时间导数的衰减率分别为 ( )
5
41 t −+ ， ( )

5
41 t −+ ， ( )

7
41 t −+ 。 
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Abstract 
In this paper, we study the large time asymptotic behavior of the time derivatives of the large so-
lutions ( ), ,u Bσ  for the 3D isentropic compressible magnetohydrodynamic system. On the basis 
of the decay rates of the large solutions and also their first order and second order spatial deriva-
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tives in 2L  are respectively ( )
3
41 t −+ , ( )

5
41 t −+ , ( )

7
41 t −+ , we prove that the decay rates of the 

time derivatives of the large solutions ( ), ,u Bσ  are ( )
5
41 t −+ , ( )

5
41 t −+ , ( )

7
41 t −+  respectively. 
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1. 引言 

本文，我们关注以下可压缩磁流体力学(MHD)方程组的大解的时间导数的衰减率： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) 3

0 0 0

+ div = 0,
div div ,

,    div 0,
lim , , 0, lim , , 1, , ,    , .

t

t

t

x x

P

x x t x R R

σ σ
σ σ θ θ η

ν
σ σ +

→∞ →∞


 + ⊗ − ∆ − + ∇ +∇ = ∇× ×
 −∇× × = −∇× ∇×


= = ∈ ×


0 0

u
u u u u u B B

B u B B B =
u B u B

             (1.1) 

其中，未知函数 ( ),t x Rσ σ += ∈ ， ( )( )1 2 3 3, , ,u u u t x R= ∈u ， ( )( )1 2 3 3, , ,B B B t x R= ∈B 以及 

( ) ( )1P P γσ σ γ= = ≥ 分别表示密度、速度、磁场和压强。压强 ( )P σ 是一个光滑函数满足 ( )1 1P′ = 。 ,θ η

是粘性系数满足 0θ > 和 2 3 0θ η+ ≥ 。 
ν 是磁扩散系数满足 0ν > 。 
在(1.1)中磁场 0=B 时，可压缩 MHD 方程组转变为可压缩 Navier-Stokes (N-S)方程组。最近，He，

Huang 和 Wang [1]证明了可压缩 N-S 方程组大解的全局稳定性。同时，如果初值 

( ) ( ) ( )3 2 3
0 01, pL R H Rσ − ∈u  ，其中， [ )1,2p∈ ，他们建立了解的衰减率： 

( )( ) ( )1

3 2 1
41, 1 .p

H
t C tσ

 
− − 

 − ≤ +u                              (1.2) 

随后，在[1]工作的基础上，Gao，Wei 和 Yao [2]建立了以下的衰减率， *t T∀ ≥ ， 

( )( ) ( )( ) ( ) [ )1 2

3 2 11
4 21, 1, 1 ,  1, 2ptH L

t t C t pσ σ
 

− − − 
 ∇ − + ∂ − ≤ + ∈u u                  (1.3) 

对三维可压缩 MHD 方程组，如果 ( )( ) 30 0 01, ,
H

tσ − u B 充分小，Chen 和 Tan [3]证明了光滑解的全局

存在性。进一步，如果 ( )0 0 0
61, , ,  1,
5pL

pσ  − < ∞ ∈  
u B ，他们还得到了解的空间导数的衰减率： 

( )( ) ( ) [ ]

( )( ) ( )2

3 1 1
2

3 1 1 1    
2 2 2

1, , 1 ,    2,6 ,

1, , 1 ,    1, 2,3.

q p q
L

k p
L

t C t q

t C t k

σ

σ

 
− − 

 

 
− − − 

 

− ≤ + ∀ ∈

∇ − ≤ + =

u B

u B
                    (1.4) 

Li 和 Yu [4]证明了 1p = 的情况。此外，Zhang 和 Zhao [5]估计了解的时间导数的衰减率， 

( )( ) ( )1

3 1 1 1
2 2 2

61, , 1 ,    1, .
5

pt H
t C t pσ

 
− − − 

 
 ∂ − ≤ + ∈  

u B                      (1.5) 
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随后，Gao，Chen 和 Yao [6]改进了 Chen 和 Tan [3]，Li 和 Yu [4]的工作，建立了解的高阶空间导数

和混合时空导数的衰减率： 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 3

2 2 2

3 1 1 3 1 112 2 2 2 2 2

3 1 1 1 3 1 1 2
2 2 2 2 2 2

1, 1 ,   1 ,

1 1 ,   1 .

s

l

s
sp p

H H

l l
l l lp pt tt H L L

t C t t C t

t t C t t C t

σ

σ

−

−

   
− − − − − −   

   

   + +
− − − − − −   

   

∇ − ≤ + ∇ ≤ +

∇ − + ∇ ≤ + ∇ ≤ +

u B

u B
      (1.6) 

其中
62,3,  0,1,  1,
5

s l p  = = ∈  
。如果初值 ( )0 0 0

31, , 0,
2

N kH H kσ −   − ∈ ∈   
u B 

 ，受 Guo 和 Wang [7]的启

发，Tan 和 Wang [8]得到了解的空间导数的衰减率， 

( )( ) ( ) 21, , 1 ,    0 1.N r

r k
r

H
u B t C t r Nσ −

+
−∇ − ≤ + ≤ ≤ −                     (1.7) 

对于完全可压缩 MHD 方程组，Pu 和 Guo [9]，Gao，Tao 和 Yao [10]分别证明了(1.4)和(1.6)。对可压

缩 Hall-MHD 方程组，如果 ( )( ) 20 0 01, ,
H

tσ − u B 充分小，Gao 和 Yao [11]证明了解的全局存在性。进一步，

如果 ( ) 10 0 01, ,
L

σ − < ∞u B ，他们建立了如下的衰减率： 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 21

3 2 3 2
4 4

5 7
4 4

1, 1 ,   1 ,

1 1 ,   1 ,

m l

m l
m l

H H

t tt L LH

t C t t C t

t t C t t C t

σ

σ

− −

+ +
− −

− −

∇ − ≤ + ∇ ≤ +

− + ≤ + ≤ +

u B

u B
              (1.8) 

其中， 0,1,  0,1, 2m l= = 。此外，他们还在 3H 框架下得到了与可压缩 MHD 方程组相似的结论。 
对于三维可压缩 MHD 方程组的大解，Chen，Huang 和 Xu [12]研究了解在整个空间中的全局时间稳

定性。如果初值 ( ) ( ) ( )1 3 2 3
0 0 01, , L R H Rσ − ∈u B  ，他们证明了解的衰减率， 

( )( ) ( )1

3
41, , 1 .

H
t C tσ −− ≤ +u B                              (1.9) 

在[12]的基础上，Gao，Wei 和 Yao [13]证明了磁场 B 的空间和时间导数的衰减率， 

( ) ( ) ( )1 1

5
**41 ,    .tH H

t t C t t T−∇ + ≤ + ∀ ≥B B                       (1.10) 

在[14]中，Wang，Chen 和 Wang 得到了大解的时间和空间导数的衰减率： 

( )( ) ( ) ( )2 1

5
4 11, , 1, , 1 ,    .t L H

t C t t Tσ σ −∂ − + ∇ − ≤ + ∀ ≥u B u B                (1.11) 

然后，在没有给出大解时间导数衰减率的情况下，他们在[15]中进一步得到大解较高空间导数的衰

减率： 

( )( ) ( )2

3
4 21, , 1 ,   ,   0,1, 2.

k
k

L
t C t t T kσ − −∇ − ≤ + ∀ ≥ =u B                   (1.12) 

因此，本文致力于得到比(1.11)更好的大解的时间导数衰减率。在陈述本文定理之前，强调一些后面

将用到的符号和定理。 
定义：常数 C 是与时间 t 无关的正常数，在不同的位置可能代表不同的数值。 ( )3kH R 和 ( )3pL R 分

别表示带有范数 kH
的 Sobolev 空间以及带有范数 pL

的 Lebesgue 空间。为了简单起见，我们定义

( ), Y YY
A B A B= + 。 

本文的主要目的是得到大解的时间导数的衰减率，这取决于解和它们的空间导数。因此，首先引入

如下定理。 
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定理 1.1 ([12])：设
1
2

θ η> ， ( ), ,σ u B 是(1.1)的一个光滑解满足 0 σ σ≤ ≤ ， 

( ) ( )0 0sup , sup ,t tL C
t t Mασ∞≥ ≥⋅ + ⋅ ≤B ( )0 1α< < 。初值 ( )0 0 0, ,σ u B 满足 0 0aσ ≥ > 和相容性条件： 

( ) ( )
( )

2
0 0 0 0 0 0 0 00

0

0 0 0 0 0 0 00

1 1div ,
2

div .

t t

t t

γθ θ η σ
σ

ν

=

=

  = − ⋅∇ + ∆ + + ∇ + ⋅∇ − ∇ −∇  
 

 = ∆ + ⋅∇ − ⋅∇ −

u u u u u B B B

B B B u u B u B
 

如果 ( ) ( ) ( )1 3 2 3
0 0 01, , L R H Rσ − ∈u B  ，那么 0t∀ ≥ ，有： 

( ) ( )  , ,   0x tσ σ σ >≤ 是一个常数                           (1.13) 

( ) ( )( ) ( )( )( )2 1 2

2 2 2
10

1, , 1 , d ,
H H H

Cσ σ τ τ τ
∞

− + ∇ − + ∇ ≤∫u B u B               (1.14) 

( ) ( )1

3
421, , 1 ,

H
C tσ −− ≤ +u B                            (1.15) 

其中， 1C 和 2C 是依赖于 , Mσ 和 ( ) 1 20 0 01, ,
L H

σ − u B


但与时间 t 无关的正的常数。 
定理 1.2 ([15])：在定理 1.1 的假设下，(1.1)的大解 ( )1, ,σ − u B 有如下的衰减率： 

( )( ) ( )2

3
4 21, , 1 ,    0,1, 2,    ,

k
k

L
t C t k t Tσ − −∇ − ≤ + = ∀ ≥u B                  (1.16) 

其中，T 表示足够大的时间。 
最后，本文主要结论如下： 
定理 1.3：在定理 1.1 的假设下，(1.1)的大解 ( )1, ,σ − u B 的时间导数有如下的衰减率： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2

5 7 7
4 4 41, 1 ,  1 ,  1 1 ,  ,tt tLL L

C t C t C t t Tσ σ− − −− ≤ + ≤ + ∇ − ≤ + ∀ ≥u B         (1.17) 

其中，时间 T 如定理 1.2 的定义。 
注：由于质量方程是双曲方程， tσ 的衰减估计受到∇u衰减率的影响。同时 tu 也受 σ∇ 的限制。 

注：与[14]相比，我们得到 tB 的衰减率是 ( )
7
41 t −+ ，这优于 ( )

5
41 t −+ 。此外，我们得到了密度σ 的混

合时空导数的衰减率。 
本文内容如下：第 2 节重新表述了方程组(1.1)并引入一些将会用到的引理。第 3 节证明了主要结果

定理 1.3。 

2. 准备工作 

在本节中，我们将重新表述方程组(1.1)。首先我们引入以下等式。 

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )

21 ,
2

,
div div div .

∇× × = ⋅∇ − ∇

∇× ∇× = −∆
∇× × = − + ⋅∇ − ⋅∇ = − + ⋅∇ − ⋅∇

B B B B B

B B
u B B u u B B u u B u B B u u B

 

定义 1n σ= − ，(1.1)可表述为： 

( )

( )( ) ( )

1

2

3

div ,
div ,

,
lim , , 0, 0, , .

t

t

t

x

n I
n I

I
n x

θ θ η
ν

→∞

+ =
 − ∆ − + ∇ +∇ =
 − ∆ =


=
0 0

u
u u u
B B

u B

                            (2.1) 

其中，非线性项 1 2 3, ,I I I 的定义如下： 

https://doi.org/10.12677/pm.2023.131003


孙彤彤，陈菲 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.131003 28 理论数学 
 

( ) ( ) ( )
( )

1

2
2

3

div ,

1 1 1div 1 ,
1 1 1 2

div .

I n n

P nnI n
n n n

I

θ θ η

 = − − ⋅∇


′ +   = − ⋅∇ − ∆ + + ∇ − − ∇ + ⋅∇ − ∇       + + +   


= − + ⋅∇ − ⋅∇

u u

u u u u B B B

u B B u u B

     (2.2) 

事实上，将(1.1)1中的σ 替换为 1n + ，得到： 

( ) ( )1 div 1 0,tn n+ + + =  u                                 (2.3) 

借助 ( ) ( )div 1 div div div divn n n n+ = + = + ⋅∇ +  u u u u u u ，整理得： 

1div div .tn n n I+ = − − ⋅∇ =u u u                               (2.4) 

对(2.1)2，应用 ( ) ( )div divσ σ σ⊗ = + ⋅∇u u u u u u 和(1.1)1，容易得到： 

( ) ( ) ( )div .t Pσ σ θ θ η σ+ ⋅∇ − ∆ − + ∇ +∇ = ∇× ×u u u u u B B                    (2.5) 

(2.5)两边同时乘
1

1n +
 (即 1

σ
)，我们有 

( ) ( ) ( )21 1 1 1div 1 .
1 1 1 2t P n

n n n
θ θ η  + ⋅∇ − ∆ + + ∇ + ∇ + = ⋅∇ − ∇    + + +  

u u u u u B B B          (2.6) 

将 ( ) ( ) ( )11 1 11 , 1 1 1 1
1 1 1 1 1

P nn P n P n n n
n n n n n

 ′ + 
′= − ∇ + = + ∇ = + − ∇  

+ + + + +   
代入(2.6)，把线性项放在

左边非线性项放在右边， 

( )

( ) ( ) ( )2

2

div

1 1 1div 1
1 1 1 2

.

t n

P nn n
n n n

I

θ θ η

θ θ η

− ∆ − + ∇ +∇

′ +   = − ⋅∇ − ∆ + + ∇ − − ∇ + ⋅∇ − ∇      + + +   

=

u u u

u u u u B B B         (2.7) 

(2.1)3可以从(1.1)3直接推导出。 
接下来，给出关于 n 的一些重要的非线性函数。为了方便起见，定义 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1,   1,   .

1 1 1
P nnn n n

n n n
ϕ φ ψ

′ +
= = − =

+ + +
                       (2.8) 

引理 2.1：(2.8)定义的函数满足如下不等式： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,   ,   ,

,   ,   ,   1.k k k

n C n n C n n C

n C n C n C k

ϕ φ ψ

ϕ φ ψ

≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ∀ ≥
                      (2.9) 

证明：由定理 1.1 知 ( ) ( ), , 0x tσ σ σ σ≤ ≤ > ，这意味着 1nσ σ≤ + ≤ 。因此，可以推出 

( ) ( ) 1,     .
1 1

nn C n n C
n n

ϕ ψ= ≤ = ≤
+ +

                         (2.10) 

因为 ( )P γσ σ= 是定义在 1 的某邻域上的光滑函数，故 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,    1 1 .P n P P n nξ ξ′ ′ ′′+ = + < < +                          (2.11) 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )11 1 1 1
1 .

1 1 1
P P nP n P n P n

n C n
n n n

ξ
φ

′′ ′−′ ′ ′+ + − +
= − = = ≤

+ + +
           (2.12) 

对于 ( ) ( ),n nϕ φ 和 ( )nψ 的导数，通过计算有： 

( ) ( ) ( )
( )

1
1

!1 .
1

kk
k

kn C
n

ϕ +

+= − ≤
+

                             (2.13) 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )

1

0
1

1 1
.

1

k ii
i

k i
k

C P n n
n C

n
φ

+

=
+

+ +
= ≤

+

∑
                          (2.14) 

( ) ( ) ( )
( ) 1

!1 .
1

kk
k

kn C
n

ψ += − ≤
+

                              (2.15) 

最后引入一些将在后面用到的 Sobolev 不等式。 
引理 2.2：([16] [17]) [ ]2,6p∀ ∈ ，如果 ( )2 3f H R∈ ，那么 

1 6 2 1,  ,   .pL H L L L Hf C f f C f f C f∞≤ ≤ ∇ ≤ ∇                     (2.16) 

3. 定理 1.3 的证明 

证明：借助(2.1)，(2.2)，Holder 不等式，(2.16)和(1.16)，我们有： 

( )

( )

22

2 2 3 6

2 1 2

5
4

div div

div div

1 .

t LL

L L L L L

L H L

n n n

n n

C n

C t

∞

−

= + + ⋅∇

≤ + + ∇

≤ ∇ + ∇ ∇

≤ +

u u u

u u u

u u                         (3.1) 

(2.1)1取一阶空间导数，类似于(3.1)，得到： 

( ) ( )

( )
( )
( )

2 2

2 3 6 2 2

1 12 2 2

2 2

2 2 2

7
4

div div

div

1 .

t L L

L L L L LL L

H HL L L

n n n

C n n n

C n n

C t

∞ ∞

−

∇ = ∇ +∇ +∇ ⋅∇

≤ ∇ + ∇ ∇ + ∇ + ∇

≤ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇

≤ +

u u u

u u u u

u u u
               (3.2) 

通过(2.2)，Holder 不等式，引理 2.1，(2.16)和(1.16)，容易推出： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )

2
2

3 6 6 3 632

1 1 1 12 2 2 2

2
2

2

2 2 2 2

10
4

1div
2

1 .

L
L

L L L L LL L LL

H H H HL L L L

I n n n n

C n n n n

C n n n

C t

ϕ θ θ η φ ψ

ϕ φ ψ∞ ∞

−

 = − ⋅∇ − ∆ + + ∇ − ∇ + ⋅∇ − ∇     

≤ ∇ + ∇ + ∇ + ∇

≤ ∇ + ∇ ∇ + ∇ + ∇

≤ +

u u u u B B B

u u u B B

u u u B B
       (3.3) 
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因此，利用(2.1)，(3.3)和(1.16)可以得到： 

( )

( )
( )

2 2

2 22

2

2
2

5
4

div

1 .

t L L

L LL

n I

C n I

C t

θ θ η

−

= ∆ + + ∇ −∇ +

≤ ∇ + ∇ +

≤ +

u u u

u                             (3.4) 

最后，再次使用(2.1)，(2.2)，Holder 不等式，(2.16)和(1.16)，我们有： 

( )
( )
( )
( )

2 2

2 3 6 3 6

1 12 2 2
2 2 2

7
4

div

        1 .

t L L

L L L L L

H HL L L

C

C

C t

ν

−

= ∆ − + ⋅∇ − ⋅∇

≤ ∆ + ∇ + ∇

≤ ∇ + ∇ + ∇

≤ +

B B u B B u u B

B B u u B

B B u u B
                       (3.5) 
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