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摘  要 

令G表示为图，图G的k-匹配是一个函数f，它为G的每个边分配{ }0,1, ,k 中的一个数，使得G的每个顶点

v均有 ( )∑ ~e v f e k≤ ，这里的求和表示取遍所有与定点邻接的边e。在本文中，我们探讨了当k为奇数时，

图的 Aα -谱半径与整数k-匹配数之间的关系。 
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Abstract 
Let G be a graph. A k-matching of G is a function f that assigns to each edge of G a number in 
{ }0,1, ,k  so that ( )∑ ~e v f e k≤  for each vertex v of G, where the sum is taken over all edges e 
incident with v. In our paper, we explore the relationship between Aα -spectral radius and integer 
k-matching number in general graphs when k is odd. 
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1. 引言 

在本文中，我们只考虑无向简单图。设 ( ) ( )( ),G V G E G= 是一个图， ( )G V 和 ( )G E 分别表示图中的

顶点集和边集。除非另有规定，我们均使用文献[1]中的以下符号和定义。 
我们将 ( )N v 表示为顶点 v 的一组邻接顶点，并用 ( ) ( )d v N v= 表示 v 的度。设δ 和 ∆分别为图的最

小度和最大度。零度顶点也被称为孤立顶点。我们用 ( )odd G 表示奇分量的集合，其阶数至少为 3，用

( )m odd G= 表示奇分量的数量，用 ( )i G 代表 G 中孤立顶点的数量。图 G 的邻接矩阵定义为 

( ) ( )ij n n
A G a

×
= ，如果顶点 i 和 j 相邻，则 1ija = ，否则 0ija = 。令 ( )D G 表示图 G 关于顶点度的对角矩

阵。 ( ) ( ) ( )L G D G A G= − 和 ( ) ( ) ( )Q G D G A G= + 分别称为图G 的拉普拉斯矩阵和无符号拉普拉斯矩阵。

对于任意 [ )0,1α ∈ ，Nikiforov [2]引入图 G 的 Aα -矩阵为 ( ) ( ) ( ) ( )1A G D G A Gα α α= + − 。需要指出的是， 

( )0A A G= ， ( )1
2

1
2

A Q G= 。 ( )A G 的最大特征值称为图 G 的谱半径，拉普拉斯谱半径和无符号拉普拉斯

谱半径也可以类似地定义。 
现在我们回顾文献[3]中 k-匹配的定义，这是整数匹配的自然推广。设 k 为整数，图 G 的 k-匹配是函

数 ( ) { }: ,0 1, ,f E G k→  使得对于任何顶点 ( )v v G∈ ，均有 ( )~e v f e k≤∑ 。如果对于匹配 M 的每个顶点 v，
均有 ( )~e v f e k=∑ ，则匹配 M 称为 G 的完美 k-匹配。图 G 的 k-匹配数用 ( )k Gµ 表示，是所有 k-匹配 f
上使得 ( )( )e E G f e

∈∑ 为最大值时的 k-匹配。很容易知道，当 1k = 时，完美 1-匹配是我们熟悉的整数类型

的完美匹配。根据文献[4]，我们知道当 2k = 时，完美 2-匹配相当于分数完美匹配。图的 k-匹配被广泛

应用于网络设计、组合拓扑等许多研究领域。 
近年来，图是否能为某些性质找到谱充分条件的问题越来越受到人们的关注，特别是在研究图的特

征值与匹配数之间的关系方面。例如，当 k 为偶数时，Y. Liu 和 X. Liu [5]证明了图的整数 k-匹配数等于

其分数匹配数的 k 倍，其中分数匹配是通过使用 Pulleyblank [6]给出的生成特殊分数匹配的算法，将整数

匹配中的赋值集{0, 1}替换为实数集[0, 1]来定义的。H. Lu 和 W. Wang [7]研究了一般图的完美 k-匹配，

并给出了当 k 为奇数时其存在的充分必要条件。最近，Y. Liu，X. Su，D. Xiong [3]研究了当 k 为奇数时，

图中 k-匹配的数量。这一结果与文献[7]中的 Berge-Tutte 公式非常相似。此外，在文献[8]中，R. F. Liu 等

人从最小度δ 的角度探讨了分数匹配数与谱半径之间的关系。 
在本文中，我们主要研究 k-匹配数与谱半径相对于奇分量的数量之间的关系(见定理 3.1)。 

2. 预备知识 

在本节中，我们将介绍完美 k-匹配的一些特征和一些引理。 
令 M 为 n × n 阶的实对称矩阵，设 M 是 n 阶对称实矩阵，描述为如下形式 

1,1 1,2 1,

2,1 2,2 2,

,1 ,2 ,

m

m

m m m m

M M M
M M M

M

M M M

 
 
 =  
  
 





   



 

其中块 ijM 是任意1 ,i j m≤ ≤ 且 1 mn n n= + + 的 i jn n× 矩阵。对于1 ,i j m≤ ≤ ，令 ijb 表示 ijM 的平均行和，
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即 ijb 是 ijM 中所有条目的和除以行数。 ( )ijB b= 被称为 M 的商矩阵。此外，如果 M 的每个块 ijM 具有恒

定的行和，则 B 被称为 M 的公平商矩阵。 
对于任何非负矩阵 M，我们用 ( )Mρ 表示 M 的谱半径。我们有如下关于公平商矩阵的引理。 
引理 2.1 [9] [10]设 M，M1，M2是非负矩阵。然后 
1) 如果 B 是 M 的公平商矩阵，那么 B 的特征值也是 M 的特征值，并且 ( ) ( )M Bρ ρ= 。 
2) 如果 1 2M M− 为非负，则 ( ) ( )1 2M Mρ ρ≥ 。 
对于 k-匹配，我们有以下结果。 

命题 2.2 设 G 是连通图，f 是 G 上的 k-匹配。则 ( )( ) ( )1
2e E G f e k V G

∈
≤∑ ，当且仅当 f 是完美 k-匹配

时等式成立。因此，k-匹配数 ( ) ( )1
2k G k V Gµ ≤ ，等式成立当且仅当图 G 存在完美 k-匹配。 

证明：对于任何顶点 v 和 k 匹配的 f，我们有 ( )~e v f e k≤∑ 。对所有顶点 v 将这些不等式求和，我们

有 ( )( ) ( )1 2e E G f e v G
k ∈

≤∑ 。 

因此，我们获得了期望的结果。根据 k-匹配数的定义，我们可以很容易地知道 f 是 G 上的完美 k-匹

配，当且仅当 ( )( ) ( )1
2e E G f e k v G

∈
≤∑ 。 

文献[3]中的以下命题为我们提供了完美 k-匹配存在的标准。 
命题 2.3 设 G 为图。 
1) 如果 2k ≥ 是偶数，则对于所有 ( )S V G⊆ ，G 具有完美 k-匹配当且仅当 ( )i G S S− ≤ 。 
2) 如果 1k ≥ 是奇数，则对于所有子集 ( )S V G⊆ ，G 具有完美 k-匹配当且仅当 

( ) ( )odd G S ki G S k S− + − ≤ 。 
引理 2.4 (k-Berge-Tutte formula, [11])对于任意图 G， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( )1 max | .
2k G k V G odd G S ki G S k S S V Gµ = − − + − − ⊂  

引理 2.5 [12]设 G 是具有 n 个顶点的连通图，如果 ( ) 2
1 1nE G C −≥ + ，则 G 包含哈密顿路。 

3. 主要结论 

定理 3.1 设 G 是 ( )n V G= 且 ( )Gδ δ= 的连通图，且 [ )0,1α ∈ 是实数且 k m> 。如果 

( ) ( ) ( )( )1

2 1
1 , 0

3 1

2 3 11 , 0,
1 23 1

2 1
11 , ,1

1 23 1

m
k

mn m
k

n mD G A G
mn m
k

m
k

mn m
k

δ α

αδλ α α α
α

αδ α
α

  −  
  + =

  − + −  
 

    −   + − < ∈  −      − + −     

   −        + ∈ −      − + −     
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则 ( )
1

2k

mkn
kGµ

 − − 
 > 。 

证明：采用反证法证明，假设 ( )
1

2k

mkn
kGµ

 − − 
 ≤ ，因此 ( )

2k
knGµ < 。这意味着图 G 不具有命题

2.2 的完美 k-匹配。因此，根据命题 2.3，存在满足 ( ) 1 mi G S S
k

− − ≥ − 的顶点子集 ( )S V G⊆ 。设 T 是G S−

中的孤立顶点集， S s= ， T t= 。则 3m s t n+ + ≤ ， ( ) 1 mt i G S S
k

= − ≥ + − ，因此

3 1

2

mn m
kS

 − + − 
 ≤ 。

由于 T 是G S− 中孤立顶点的集合，我们观察到 ( )GN T S⊆ ，因此 S δ≥ 。 

设 [ ],GX E S T= ， [ ]H G X= 是由 X 诱导的二部图 G，并且 ( )r E H= 。则 r tδ≥ 。因此， 

( ) ( ) ( )1D H A Hα α+ − 相对于分区 ( ),S T 的商矩阵 ( ) ( )( )1R D H Aα α+ − ： 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )

1

1
1

rr
s sR D H A H

r r
t t

αα

α α
α α

− 
 
 + − =
 −
 
 

 

( ) ( ) ( )( )1R D H A Hα α+ − 的特征多项式为： ( )
2

22 2 1 0r r r
s t st

λ α λ α α   − + + − − =    
，直接计算便有： 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

22 2
1

2 2 2

11 4 1
2

1 1
2 1 1

r r r r rD H A H
s t s t st

r r r r r r
s t s t s t

λ α α α α α α

α α α
α α

       + − = + + + − − −           
  −         = + + − − + +         − −           

 

情况 1：当 0α = 时， ( ) ( ) ( )( )1
11D H A H r
st

λ α α+ − = 。因此， 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

2 1
1 1 1

3 1

D G A G D H n s t K A H n s t K

D H A H R D H A H

m
t k m kr

mst s sk n m
k

λ α α λ α α

λ α α λ α α

δ δ δ

+ − ≥ − − + − − −

= + − ≥ + −

 − −  = ≥ ≥ + ≥ +
 − + − 
 

 

 

情况 2：当
10
2

α< < 时，
2

1 0
1
α
α

  − ≤ − 
，由此可知： 

( ) ( ) ( )( )( )
2 2 2

1
11 1

2 1 1

1

r r r r r rR D H A H
s t s t s t

r r
s t

α α αλ α α
α α

α
α

  −         + − ≥ + + − − + +         − −           
 = + −  

 

据此有， 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 1 11 1 1

1
1 2

1 1 1

2 1
2 32

1 13 1 3 1

D G A G D H A H R D H A H
m

r r t k
s t s s

m
n mk

m mn m n m
k k

λ α α λ α α λ α α

α α αδδ
α α α

αδ αδ
α α

+ − ≥ + − ≥ + −

 −    ≥ + ≥ + ≥ +    − − −      
 

    −    −    ≥ + =
− −      − + − − + −            

 

情况 3：当
1 1
2

α< < 时，
2

1 0
1
α
α

  − > − 
，由此可知： 

( ) ( ) ( )( )( )
2 2 2

1
11 1

2 1 1

1

α α αλ α α
α α

α
α

  −         + − > + + − − + +         − −           
 =  − 

r r r r r rR D H A H
s t s t s t

r
s

 

据此有， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 1 11 1 1

1
1

1 1 1

2 1
1

1 3 1

D G A G D H A H R D H A H
m

r t k
s s s

m
k

mn m
k

λ α α λ α α λ α α

α αδ αδ
α α α

αδ
α

+ − ≥ + − ≥ + −

 −    ≥ ≥ ≥ +    − − −      
 

  −    ≥ +
−   − + −    

 

定理 3.2 设 G 是 ( )n V G= 且 ( )Gδ δ= 的连通图，且 [ )0,1α ∈ 是实数且 k m> 。如果 

( ) ( ) ( )( )1 1 mD G A G
k

λ α α δ+ − < −  

因此 ( )
1

2k

mkn
kGµ

 − − 
 > 。 

证明：假设 ( )
1

2 2k

mkn
knkGµ

 − − 
 ≤ < 。这意味着，图 G 不包含完美 k-匹配。因此，根据定理 2.3，

存在满足 ( ) 1 mi G S S
k

− − ≥ − 的顶点子集 ( )S V G⊆ 。设 T 是G S− 中孤立顶点的集合， S s= ， T t= 。

那么 ( )– 1 mt i G S s
k

= ≥ + − 。由于 T 是G S− 中孤立点的集合，我们观察到 ( )GN T S⊆ ，因此 s δ≥ 。由于

( ) 1tK n t K− 是G 的生成子图，因此 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 1 1 11 1

1

t tD A D K n t K A K n t KG

k

G
m mt s
k

λ α α λ α α

δ

+ − ≥ − + − −

= − ≥ − ≥ −

 
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这与假设矛盾。 
推论 3.3 设𝐺𝐺是 ( )n V G= 且 ( )Gδ δ= 的连通图，且 [ )0,1α ∈ 是实数，如果 

( ) ( ) ( )( )1

21 , 0
1

2 11 , 0,
1 1 2

2 11 , ,1
1 1 2

n
nD G A G

n

n

δ α

αδλ α α α
α

αδ α
α


+ =

−
   + − < ∈   − −   
    + ∈   − −    

 

则图 G 包含完美 k-匹配。 

证明：在定理 3.1 中，设 0m = ，我们可以知道 ( ) 1
2k

knGµ −
> 。根据命题 2.2 有 ( )

2k
knGµ ≤ ，由于 ( )k Gµ

是一个整数。这迫使 ( )
2k
knGµ = ，这意味着 G 包含完美 k-匹配。 

同样，我们可以很容易地得出以下结论： 
推论 3.4 设 G 是 ( )n V G= 且 ( )Gδ δ= 的连通图，且 [ )0,1α ∈ 是实数。如果 

( ) ( ) ( )( )1 1D G GAλ α δ+ − <  

则图 G 包含完美 k-匹配。 
定理 3.5 设 G 是具有 n 个顶点的连通图且 4n ≥ ，n 为偶数，如果 ( ) 2

1 1nE G C −≥ + ，则 G 包含完美 k-
匹配。 

证明：根据定理 2.5，图 G 包含哈密顿路 nP 。对于任何 ( )ne E P∈ ，我们可以通过交替地将 ( )f e k=

和 ( ) 0f e = 赋给 nP ，对于 nP 之外的边赋值 0，以此来构造完美 k-匹配。 
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