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摘  要 

积分中值定理是积分学中的最基本理论和性质之一，无论在极限的计算还是积分的计算中都起着至关重

要的作用，但是在实际应用中，往往由于对其由来的理解不够全面和深刻而导致用错、算错的情况出现。

本文通过一道常见例题的求解来剖析一元函数积分中值定理的应用过程中需要注意和关注的问题。 
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Abstract 
The mean value theorem of integral is one of the most basic theories and properties in Integral 
calculus. It plays a vital role in both limit calculation and integral calculation. However, in practic-
al application, it is often misused and miscalculated because the understanding of its origin is not 
comprehensive and profound. This paper analyzes the problems which need to pay attention in 
the application of the mean value theorem of integral for the functions of one variable, by the 
process of solving a common example. 
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1. 引言 

积分中值定理是积分基本性质之一，在积分的计算和应用中起着至关重要的作用，是微积分学中的

重要理论结果和有效工具之一。近年来，关于积分中值定理[1]有很多的推广形式和结果，文献[2]作者对

函数条件加以放宽得到推广的积分中值定理，文献[3] [4]作者们从ξ 的渐进性方面讨论了积分中值定理

的推广，文献[5] [6]作者归纳了积分中值定理及其推广形式的结论并对其通过典型例题和考研试题加以

应用。无论是微分中值定理还是积分中值定理，其综合应用性强且广泛，解题思路也非常灵活和多样(见
文献[7] [8])。但是，在实践教学中，笔者发现很多题目正是由于对微积分中值定理理解的脱节和使用条

件的疏忽而导致错解漏解时有发生。本文首先介绍积分中值定理的内容及其推广形式，再通过一道常见

例题的求解来剖析一元函数积分中值定理的应用过程中需要注意和关注的问题。 

2. 积分中值定理 

在高等数学教材[1]中，积分中值定理表述如下： 
定理1 [1] 设 ( )f x 在闭区间 [ ],a b 上连续，则至少存在一个点 [ ],a bξ ∈ ，使得 

( ) ( )( )d .
b

a
f x x f b aξ= −∫  

证明 由估值定理可知， ( )1 d
b

a
m f x x M

b a
≤ ≤

− ∫ ，再由闭区间上连续函数的介值定理，则至少存在

一点 [ ],a bξ ∈ ，使 

( ) ( )1 d .
b

a
f f x x

b a
ξ =

− ∫  

上述定理中，中值ξ 属于闭区间而不是开区间，这一弱化的结论不但与微分中值定理缺乏协调而且

限制了使用范围。实际上积分中值定理的中值可以在开区间内取得，即 
定理1' [1] 设 ( )f x 在闭区间 [ ],a b 上连续，则至少存在一个点 ( ),a bξ ∈ ，使得 

( ) ( )( )d .
b

a
f x x f b aξ= −∫  

证明 令 ( ) ( )dx

a
F x f t t= ∫ ，则 ( )F x 是 [ ],a b 上的可微函数，即函数 ( )F x 在闭区间 [ ],a b 上连续，在

开区间 ( ),a b 内可导，且 ( ) ( )F x f x′ = ，由拉格朗日中值定理，至少存在一个点 ( ),a bξ ∈ 使得 

( ) ( ) ( )( )F b F a F b aξ′− = −  

其中， ( ) ( )db

a
F b f t t= ∫ ， ( ) 0F a = ， ( ) ( )F fξ ξ′ = ，从而可得 ( ) ( )( )d

b

a
f x x f b aξ= −∫ 。 

进一步，我们可以得到如下积分中值定理 
定理2 [6] 设 ( ) ( ),f x g x 在闭区间 [ ],a b 上连续，且 ( )g x 在闭区间 [ ],a b 上不变号，则至少存在一个

点 [ ],a bξ ∈ ，使得 
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( ) ( ) ( ) ( )d d .
b b

a a
f x g x x f g x xξ=∫ ∫  

证明 由于 ( )f x 在闭区间 [ ],a b 上连续，故 ( )f x 在闭区间 [ ],a b 上取得最小值m，最大值M，即

( )m f x M≤ ≤ ，又 ( )g x 在闭区间 [ ],a b 上不变号，不妨设 ( ) 0g x ≥ ，则有 ( ) ( )m f x g x M≤ ≤ ，且

( ) ( )d d
b b

a a
m g x x M g x x≤∫ ∫ ， 

1) 若 ( ) 0g x = ，则 ( ) ( ) ( )d 0, d 0
b b

a a
f x g x x g x x= =∫ ∫ ，结论显然成立。 

2) 若 ( )d 0
b

a
g x x >∫ ，则 ( ) ( ) ( ) ( )d d d

b b b

a a a
m g x x f x g x x M g x x≤ ≤∫ ∫ ∫ ，即 

( ) ( )
( )

d

d

b

a
b

a

f x g x x
m M

g x x
≤ ≤∫

∫
 

由闭区间上连续函数的介值定理，则至少存在一点 [ ],a bξ ∈ ，使 ( )
( ) ( )
( )

d

d

b

a
b

a

f x g x x
f

g x x
ξ = ∫

∫
，即证。 

定理2' 设 ( ) ( ),f x g x 在闭区间 [ ],a b 上连续，且 ( ) 0g x ≠ ，则至少存在一个点 ( ),a bξ ∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )d d .
b b

a a
f x g x x f g x xξ=∫ ∫  

证明 令 ( ) ( ) ( )dx

a
F x f t g t t= ∫ ， ( ) ( )dx

a
G x g t t= ∫ ，因为 ( )f x ， ( )g x 在闭区间 [ ],a b 上连续，则 ( )F x ，

( )G x 在闭区间 [ ],a b 上连续，在 ( ),a b 内可导，且 ( ) ( ) 0G x g x′ = ≠ ，故由柯西中值定理，至少存在一个点

( ),a bξ ∈ 使得 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

F b F a F
G b G a G

ξ
ξ

′−
=

′−
 

其中， ( ) ( ) ( )F f gξ ξ ξ′ = ， ( ) ( )G gξ ξ′ = ， ( ) ( )db

a
G b g t t= ∫ 从而可得 ( ) ( ) ( ) ( )d d

b b

a a
f x g x x f g x xξ=∫ ∫ 。 

3. 举例与解析 

例 求极限
1

0
lim d

1

n

n

x x
x→∞ +∫ 。 

解 由定理1，至少存在一个点 [ ]0,1ξ ∈ 使得
1

0
d

1 1

n nx x
x

ξ
ξ

=
+ +∫ ，

1

0
lim d lim 0

1 1

n n

n n

x x
x

ξ
ξ→∞ →∞

= =
+ +∫ 。 

事实上，这种解法是错误的，因为当被积函数改变或者积分上下限改变时，定理1中 ξ 的值都有可

能改变。即定理1中ξ 的值依赖于被积函数和积分上下限。随着 n 的改变，被积函数发生改变不再固定，

这时ξ 也依赖于 n 的改变而改变。如果记 nξ ξ= ，则由积分中值定理可知，对于任意的自然数 n ，一定存在

满足定理1的 [ ]0,1nξ ∈ ，但是 nξ 的具体大小并不知道，也就是说，当 n →∞ 时， nξ ξ= 是有可能是零的， 

这样 nξ 就有可能是1∞ ，这是未定型的一种，从而就不能确定 lim 0
1

n

n

ξ
ξ→∞
=

+
。 

正确解法一 利用夹逼准则可以求解，由于 [ ]0,1x∈ ，故 0
1

n
nx x

x
≤ ≤

+
，从而 

1 1

0 0

10 d d
1 1

n
nx x x x

x n
≤ ≤ =

+ +∫ ∫  

且
1lim 0

1n n→∞
=

+
，故由夹逼准则可知

1

0
lim d 0

1

n

n

x x
x→∞

=
+∫ 。 

正确解法二 利用定理2'可以求解，存点 ( )0,1ξ ∈ 使得 
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1 1

0 0

1 1 1d d
1 1 1 1

n
nx x x x

x nξ ξ
= = ⋅

+ + + +∫ ∫  

从而，
( )( )

1

0

1lim d lim 0
1 1 1

n

n n

x x
x nξ→∞ →∞

= =
+ + +∫ 。 

4. 结语 

对于本文所用例题的类型还有很多，都是不能直接利用定理1的结论进行求解的，例如 ( )1 2
0

lim 1 d
n

n
x x

→∞
−∫  

1

0
lim sin dn

n
x x x

→∞ ∫ 等，其错误的本质原因如本文在第二部分所分析，其正确的求解方法也和第二部分例题

的求解方法类似。 
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