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摘  要 

本文给出了双曲线上的Riemann边值问题的解法。首先我们通过共形映射的方法将沿封闭曲线剖开的分

区全纯函数在无穷远点处Cauchy型积分的性质，Plemelj公式以及Cauchy主值积分在无穷远处的性质推

广到双曲线上，利用共形映射将无限长的双曲线上的Riemann边值问题转化为封闭曲线上的Riemann边
值问题，利用已有的封闭曲线上的Riemann边值问题的解法对不同情况下的双曲线上的Riemann边值问

题进行求解，验证。 
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Abstract 
This article gives the solution to the Riemann boundary value problem on hyperbolas. Firstly, we 
generalize the properties of Cauchy-type integrals at infinity of the partition holomorphic function 
cut along the closed curve by the method of conformal mapping, the Plemelj formula and the 
properties of Cauchy principal integrals at infinity, and use conformal mapping to transform the 
Riemann boundary value problem on the infinite hyperbola into the Riemann boundary value 
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problem on the closed curve. The solution method of the Riemann boundary value problem on the ex-
isting closed curve is used to solve the Riemann boundary value problem on the hyperbola and verify. 
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1. 引言 

Riemann 边值问题是解析函数边值问题中极为重要的研究问题之一，是力学、工程技术中有力的工

具。上世纪五十年代，以 N I Muskhelishvili [1]为首的前苏联科学院士把复边值问题的研究推向了顶峰和

纯熟，成功将解析函数边值问题和奇异积分方程进行联系和转化，并以专著《Singular Integral Equations》
闻名于世，F D Gakhov 的专著[2]也总结了这方面的工作。近年来，路见可教授[3]在 Riemann 边值问题上

给出了很多经典结果，其专著《解析函数边值问题》详细论述了封闭曲线以及开口曲线的 Riemann 边值

问题以及解的形式。对于探讨无穷曲线上的 Riemann 边值问题相关的文章少之又少，这主要是由于以无

穷曲线(包括实轴在内)为跳跃曲线的分区全纯函数在无穷远点处的主部及阶没有给出适当的定义。本文将

阐述在开口无限长双曲线 L 和 Hölder 连续系数下的最基本的 Riemann 边值问题，通过共形映射将双曲线

转化为封闭曲线，从一般的求解 Riemann 边值问题的方法出发，讨论双曲线上的 Riemann 边值问题，并

利用 Plemelj 公式进一步讨论对于不同条件下 Riemann 边值问题的可解条件以及解的形式。虽然结论与经

典意义下的有限曲线的相关结论类似，但是数学本质上却有着极大的差异，并非是经典理论结果的简单

推理。 

2. 基础知识 

设双曲线 ( )2 2 1L x y− =  (右支即 1x ≥ )为跳跃曲线分区全纯函数的 Riemann 边值问题所选取的无限

长开口曲线，它也被认为是函数 ( ) 2 1x y y= = +ϕ ，取双曲线 L 至上而下的方向为正方向。本文定义 al 为

( )a ia+ϕ ， ±∞ 分别表示为 L 上上下无穷远处的点。定义复平面由以下两个相连部分组成，并且默认

右侧部分为 S + 以及左侧部分为 S − 。用 ρ 表示映射 ( ) 1r z
z

= 。 

定义 1 [4] 设 f 是定义在双曲线 L 上的一子弧段(开口弧段或者包含端点，有限或无限)上，若对 L 上

任意两点 t′， t′′成立 

( ) ( )f t f t M t t′ ′′ ′ ′′− ≤ − µ , 0 1< ≤µ ,                           (1) 

其中 M 和 µ 是确定的常数，则称 f 在 L 上满足 µ 阶的 Hölder 条件或 H µ 条件，记为 ( )f H L∈ µ ，其中 µ

称为 Hölder 指数。若不强调指数 µ ，也可简记为 ( )f H L∈ 。 

定义 2 [4]设 f 定义在双曲线 L 上的一段无限长弧段 

a al l l l+ −∞ ∞
 ，且 ( )f H L∈ µ 。若对 L 上任意两点 t′，

t′′成立 
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( ) ( ) 1 1f t f t M
t t

′ ′′− ≤ −
′ ′′

µ

, 0 1< ≤µ ,                           (2) 

其中 M 和 µ 是确定的常数。则称 f 在∞附近满足 µ 阶的 Ĥ 条件。记为 ( )ˆf H∈ ∞µ ，或者记为 ( )ˆf H∈ ∞ 。 

定义 3 [4] 设 ( )ˆf H L′∈ µ ，对任一闭子弧段 

a bL l l L′ ′ ′= ∈ 成立，则记为 ( )cf H L∈ µ 或简记为

( )cf H L∈ 。 

注 1 若 ( )ˆf H∈ ∞µ 且 ( ) 0f ∞ = ，我们记为 ( )0
ˆf H∈ ∞µ 或简记为 ( )0

ˆf H∈ ∞ 。 

假设 f 是定义在双曲线 L 上的函数，当 t →∞时，若存在实数ν 和有界函数 *f ，使得 ( ) ( )*f t
f t

t
= ν ，

或等价地 ( ) ( )f t O t−= ν ，我们将其记为 ( )f O∈ ∞ν 。 

定义 4 [4] 设 f 定义在双曲线 L 上，且在任一有限闭子弧段 

a bL l l L′ ′ ′= ∈ 上可积，我们称 

[ ]( )( ) ( )1 d \
2 L

f
C f z z L

i z
= ∈

π −∫ 
τ

τ
τ

,                           (3) 

为双曲线 L 上带核密度为 f 的 Cauchy 型积分或简称为 Cauchy 型积分。 

引理 1 [5] (Cauchy 型积分在无穷远处的广义主部)若 ( ) ( )( )0f H L O∈ ∞ >ν ν ，且在任意闭子弧段



a bL l l L′ ′ ′= ∈ 上可积，则 

[ ]. , 0G P C f ∞ =  ,                                   (4) 

其中 [ ]C f 是(3)中所给的 Cauchy 型积分。 

推论 1 [5] (Cauchy 型积分在无穷远处(广义)主部的有限展式)若 ( )( ), 0vf H L v∈ >µ
λ 其中 λ 是一个正整

数，且假定在任意闭子弧段 

a bL l l L′ ′ ′= ∈ 上可积，则 

[ ] ( ) ( )
1

1
0. , d

2

k
k

k L

zG P z C f z f
i

− −
−

=
 ∞ = −  π∑ ∫

λ
λλ τ τ τ ,                      (5) 

其中 [ ]C f 是(3)中所给的 Cauchy 型积分。 

引理 2 [5] (Cauchy 型积分的边值)若 ( ) ( )( )0u v
cf H L O v∈ ∞ > ，则它的 Cauchy 型积分 [ ]C f 有正负

边值，并且满足下面 Plemelj 公式 

[ ] ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( )

1 1 d
2 2

1 1 d
2 2

L

L

f
C f z f z

i z z L
f

C f z f z
i z

+

−


= + π − ∈

 = − + π −

∫

∫

τ
τ

τ
τ

τ
τ

,                       (6) 

其中上式出现的积分是双曲线 L 上的 Cauchy 主值积分。 

引理 3 [5]若 ( ) ( )( )0u v
cf H L O v∈ ∞ > 则(3)中所给的 Cauchy 型积分 [ ]C f 是以双曲线 L 为跳跃曲线

的分区全纯函数。 

定义 5 令 21z x ix= + + ，如果
( ) ( )

0

1lim d d
2

z

z

L L

L L

f f
i z z

− +∞

+ −∞ +→

 
+ π − − 

∫ ∫
δ

δδ

τ τ
τ τ

τ τ
存在，记为 

[ ]( )( ) ( )1 d
2 L

f
C f z

i z
=

π −∫
τ

τ
τ

, z L∈ ,                           (7) 

则称它为双曲线 L 上带密度 f 的 Cauchy 主值积分。 
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引理 4 [6] (Cauchy 主值积分的 Hölder 连续性)若 ( )ˆf H L∈ µ ，则对于(7)所给的 Cauchy 主值积分 [ ]C f

以及(6)所给的 Cauchy 型积分的边值 [ ] ( )C f z±
，有 

[ ] [ ]
( )
( )( )

ˆ , 0 1
,

ˆ 0 1 , 1

H L u
C f C f

H L u
±  < <∈

< < =

µ

ε ε

当 时

当 时
                        (8) 

3. Riemann 边值问题 

考虑双曲线 L 上的 Riemann 边值问题：寻求以双曲线 L 为跳跃曲线的分区全纯函数 ( )zΦ ，使之满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

,

. , 0m

t G t t g t t L

G P z

+ −

− +

Φ = Φ + ∈
  Φ ∞ =  

边值条件

无穷远处增长条件
,                       (9) 

其中 m 为整数，G 和 g 为 L 上给定的函数，Riemann 边值问题(9)记为 mR 问题。为解决此问题，G 和 g
需要满足一些条件，下文逐一探讨。 

下面讨论最简单的 mR 问题即 Liouville 问题。 
问题 1 (Liouville 问题)寻求一个分区全纯函数Φ ，以双曲线 L 为跳跃曲线，满足 

( ) ( )
( )1

,

. , 0.m

t t t L

G P z

+ −

− +

Φ = Φ ∈
  Φ ∞ =  

                                (10) 

定理 1 当 0m ≥ 时，Liouville 问题(10)的解为任意次数不超过 m 的多项式 ( )mP z ，当 0m < 时， 0Φ = 。

换句话讲， ( ) ( )mz P zΦ = ，其中约定当 0m < ， ( ) 0mP z = 。 
证利用 Painlevé 问题的解以及推广的 Liouville 定理，结论显然成立。 
注此引理与文献[3]中经典的 Liouville 问题在形式上是一致的，但本质上却有所不同，本处在无穷远

点处的增长性条件更为宽泛，推广了经典的 Liouville 定理。 

问题 2 (跳跃问题 Rm) 寻求一个分区全纯函数Φ ，以双曲线 L 为跳跃曲线，满足 

( ) ( ) ( )
( )1

, ,

. , 0,m

t t g t t L

G P z

+ −

− +

Φ −Φ = ∈
  Φ ∞ =  

                             (11) 

其中 

( )
0 0,

ˆ
mg H L∈ , { }0 max 0, 1m m= − − .                          (12) 

下面先解决我们常见的 1R− 问题，即 1m = − 。 
问题 3 (跳跃问题 R−1) 寻求一个分区全纯函数 Φ，以双曲线 L 为跳跃曲线，满足 

( ) ( ) ( )
[ ]

,

. , 0,

t t g t t L

G P

+ −Φ −Φ = ∈


Φ ∞ =
                              (13) 

其中 ( )0
ˆg H L∈ 。 

定理 2 1R− 问题(13)有唯一解 

[ ]( )( ) ( )1 d
2 L

g
C g t

i z
=

π −∫
τ

τ
τ

, \z L∈ .                          (14) 

证根据 ( )0
ˆg H L∈ ，利用 Plemelj 公式(6)以及引理 5，可知 [ ]C g 是 1R− 问题(13)的解。 
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引理 6 当 0m ≥ 时， mR 问题(11)的解是 

( ) ( ) ( )1 d
2 mL

g
z P z

i z
Φ = +

π −∫
τ

τ
τ

, \z L∈ ,                        (15) 

其中 ( )mP z 是次数不超过 m 的任意多项式。当 1m = − 时， mR 问题(11)有唯一解 [ ]C g ，由(14)给出。当

1m < − ，当且仅当如下可解条件 

( )1 d 0
2

k
L

g
i

=
π ∫ τ τ τ , 0,1, , 2k m= − − ,                         (16) 

成立， mR 问题(11)由(14)给出的唯一解 [ ]C g 。 

证 显然，当 0m ≥ 时，由定理 2 可知， [ ]C g 是跳跃问题(11)的解。因此，Φ 是跳跃问题(11)的解，

当且仅当 [ ]C g∆ = Φ − 是如下 Liouville 问题的解 

( ) ( )
( )1

,

. , 0,m

t t t L

G P z

+ −

− +

∆ = ∆ ∈
  ∆ ∞ =  

                                 (17) 

从而，由定理 1，结论显然成立。 

当 0m < 时，显然(11)的解正好是 1R− 跳跃问题(13)的解。因此通过定理 2，当且仅当满足无穷远处的

增长条件 
( ) [ ]1. , 0mG P z C g− + ∞ =  ,                               (18) 

时，(11)有唯一解 [ ]C g 。 

为验证此条件，由 g 的假设(12)可知，
( )

\ ,

1lim d 0
2 Lz L z

g t
i z∈ →∞

=
π −∫

τ
τ

。 

进一步地，根据推论 1 可知： 

( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 11 1
1 1 1 1d d d

2 2 2

m mm m
m

L L L

g t zg t z g t
z C g z

i z i z i z

− + − +− + − +
− +

−
= = +

π − π − π −∫ ∫ ∫
τ τ

τ τ τ
τ τ τ

, 

可得(18)等价于(16)。 
问题 4 (跳跃问题 Om)寻求一个分区全纯函数Φ，以双曲线 L 为跳跃曲线，满足 

( ) ( ) ( ) ,
. , 1,m

t t g t t L

G P z

+ −

−

Φ −Φ = ∈


 Φ ∞ =  
                              (19) 

其中 ( ),0
ˆ

mg H L−∈ 。当 0m ≥ 时， ( )0
ˆg H L∈ 。当 0m < 时， ( )ˆ

mg H L−∈ 。 

定理 4 当 0m ≥ 时，跳跃问题(19)的解是 

( ) ( )1 d
2 mL

g
z p

i z
Φ = +

π −∫
τ

τ
τ

, \z L∈ ,                          (20) 

其中 mP 为任意 m 次的首一多项式。 
当 m < 0 时，跳跃问题(19)的解为 

( ) ( )1 d
2 L

g
z

i z
Φ =

π −∫
τ

τ
τ

, \z L∈ ,                            (21) 

当且仅当可解条件 
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( ) ( )

( ) 1

1 d 0, 0,1, , 2 1
2
1 d 1,

2

k
L

m
L

g k m m
i

g
i

− −

 = = − − = − π

 = −
 π

∫

∫

τ τ τ

τ τ τ

此条件不出现
               (22) 

成立。 
证 由引理 5 以及 Plemelj 公式(6)，结论显而成立。 

问题 5 (齐次问题) 寻求一个分区全纯函数Φ ，以双曲线 L 为跳跃曲线，满足 

( ) ( ) ( )
1

,

. , 0,m

t G t t t L

G P z

+ −

− −

Φ = Φ ∈


 Φ ∞ =  
                              (23) 

其中 ( )G t 满足 Hölder 连续条件 

( )0
ˆG H L∈ ,                                     (24) 

以及正则性条件 

( ) 0G t ≠ , t L∈ .                                  (25) 

另外，无穷远处增长性条件 

( ) 1G ∞ = , ( )0
ˆlogG H L∈ ,                              (26) 

成立。 

记 

( ) ( )1
2t t

Ind G t arg G t= =   π
κ ,                            (27) 

为齐次问题(23)的指标。 

问题 6 (典则问题) 寻求一个分区全纯函数 Φ，以双曲线 L 为跳跃曲线，满足 

( ) ( ) ( ) ,
. , 1.

t G t t t L

G P z

+ −Φ = Φ ∈


 Φ ∞ =  
κ

                              (28) 

记 

( ) ( )log1 d
2 L

G
z

i z
Γ =

π −∫
τ

τ
τ

, \z L∈ .                          (29) 

由条件(24)~(26)可得 

( )0
ˆlogG H L∈ ,                                   (30) 

从而，由定理 1 知 

( ) 0Γ ∞ = .                                     (31) 

令 

( ) ( )e zX z z Γ−= κ , \z L∈ ,                              (32) 

则由(31)，可得 

. , 1G P z X ∞ = 
κ ,                                  (33) 
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利用(30)和定理 2，可得 

( ) ( ) ( )X t G t X t+ −= , t L∈ ,                              (34) 

从而由(33)，(34)可知，X 是典则问题(28)的解。 

下面证明解的唯一性，若 X 是典则问题(28)的解，令 

( ) ( )
( )
z

Q z
X z
Φ

= , \z L∈ ,                               (35) 

故由参考文献[2] [3]可知，(35)中所给出的 Q 是以 L 为跳跃曲线的分区全纯函数，又由(28)和(33)可
知，它满足 

( ) ( )
[ ]

,

. , 1,

Q t Q t t L

G P Q

+ − = ∈


∞ =
                                 (36) 

因此，由定理 4 可知 

1Q = 即 XΦ = 。                                  (37) 

总结上述讨论可得下面引理。 

定理 5 在条件(24)~(26)下，典则问题(28)有唯一解 X，X 由(32)给出。 

因此，我们称(32)中 X 为齐次问题(23)的典则解。利用该典则解，我们容易得出齐次问题(23)的解。 

显然，若Φ是齐次问题(23)的解，则(35)中 Q 是如下 Liouville 问题的解 

( ) ( )
( )1

,

. , 0.m

Q t Q t t L

G P z Q

+ −

− + +

 = ∈
  ∞ =  

κ                                 (38) 

利用定理 1，可以直接得到 

( ) ( ) ( )mz X z P z+Φ = κ , \z L∈ ,                            (39) 

其中κ 是(27)中所给的指标， mP +κ 是次数不超过 m+κ 的任意多项式，当 0m+ <κ 时，约定 0mP + =κ 此外

容易验证，(39)中的Φ为齐次问题(23)的解。 
引理 5 当 m≥ −κ 时，齐次问题(23)的解是(39)。当 m< −κ 时，齐次问题(23)有唯一解 0Φ = 。 
现在求解 mR 问题(9)，为此，利用(28)，令 

( ) ( )
( )
z

F z
X z
Φ

= , \z L∈ ,                               (40) 

那么可知，F 是以双曲线 L 为跳跃曲线的分区全纯函数，非齐次 mR 问题(9)可转化为下面跳跃问题 

( ) ( ) ( )
( )

( )1

,

. , 0.m

g t
F t F t t L

X t

G P z F

+ −
+

− + +


= + ∈


  ∞ =  

κ

                            (41) 

在条件(12)、(24)~(26)，可证下式成立 

( )0,
ˆ

m
g H L

X + ∈ κ
，其中 ( ){ }max 0, 1km m= − + +κ 。                   (42) 

事实上，根据定理 4 以及(30)可得 
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( ) ( ) ( )
log1 1d log

2 2L

G
z G z

i z
+Γ = − +

π −∫
τ

τ
τ

,                        (43) 

从而， 

( ) ( )0
ˆz H L+Γ ∈ ,                                    (44) 

又由(32)及(34)可得 

( )0
ˆX H L+ ∈ , ( ) ( )0

ˆe z H L
+Γ ∈ .                             (45) 

因此，根据(12)、(45)表明(42)是成立的。 
利用引理 5，可得到跳跃问题(41)的解为 

( ) ( )
( )( )

( )1 d
2 mL

g
F z P z

i X z ++= +
π −∫ κ

τ
τ

τ τ
, \z L∈ ,                    (46) 

其中 mP +κ 是任意次数不超过 m +κ 的多项式。当 0m + <κ 时， mR +κ 问题(41)有唯一解
gC

X +
 
  

，它由(14)

所给出或者(46)中 0mP + =κ ，当且仅当可解条件 

( )
( )

1 d 0
2

k
L

g
i X + =
π ∫

τ
τ τ

τ
, 0,1, , 2k m= − − − κ ,                      (47) 

成立。这里当 1m + = −κ 时，可解条件(47)不出现。 
若Φ是问题(9)的解，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )d
2 mL

X z g
z F z X z X z p z

i X z ++Φ = = +
π −∫ τ

τ
τ

τ τ
, \z L∈ ,           (48) 

即我们要验证(48)是问题(9)的解。显然，我们只需要验证条件 

( )1. , 0mG P z− + Φ ∞ = 
κ , ( ){ }max 0, 1m m= − + +κ κ . 

而 

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )1lim d 0
2

m
mLz

X z g
z X z p z

i X z
− +

++→∞

 
+ =  π − 

∫κ
κ

τ
τ

τ τ
,                 (49) 

显然成立。 
总结以上讨论，我们得到如下定理。 

定理 6 在条件(12)、(24)~(26)下， mR 问题(9)的解是(48)，其中 mP +κ 是任意次数不超过 m +κ 的多项式。

当 1m+ = −κ 时，问题(9)的解是(48)且 0mP + =κ 。当 1m+ < −κ ，当且仅当满足可解条件(47)时，问题(9)
有唯一解(48)，此时 0mP + =κ 。 
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