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摘  要 

研究了一类具有带常规预防和隔离防护措施的传染病模型，运用下一代生成矩阵法求得系统的基本再生

数并证明了平衡点的存在性，通过Hurwitz判别法得到无病平衡点与地方病平衡点的局部渐进稳定性，

构造Lyapunov函数并利用Lasalle不变集原理得到平衡点全局渐近稳定的充分条件。 
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Abstract 
A kind of infectious disease model with routine prevention and isolation protection measures is stu-
died. The basic reproductive number of the system is obtained by the next generation matrix me-
thod and the existence of the equilibrium point is proved. The local asymptotic stability of the dis-
ease-free equilibrium point and the endemic equilibrium point was obtained by the Hurwitz discri-
minant method, the Lyapunov function is constructed and the sufficient condition for the global 
asymptotic stability of the equilibrium point is obtained by the Lasalle invariant set principle. 
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1. 引言 

自古以来，传染病都威胁着人类的生存与生活，研究传染病模型是国内外研究者的重要课题。经过

国内外学者多年对传染病模型的研究，已取得了不少成果[1]-[9]。在早期的数学模型中，多只考虑影响传

染病传播的部分直接因素，如感染期，传播方式，易感性等。随着传染病模型的研究的更加深入，人们

在建立模型时，考虑了更多能影响传染病传播的因素，如人口条件，地理环境，经济等因素。因此，有

必要加入更多的参数和变量，使建立的数学模型更加真实。2002 年底到 2003 年初，SARS 迅速在国际上

蔓延开来，超过 28 个国家遭受 SARS 疫情，在世卫组织的努力下，确定了 SARS-CoV 的全基因组序列，

许多专家学者也提出了预测 SARS 病毒的数学模型。2019 年底爆发的 COVID-19，传染性极强且传播速

度快，为成功解决突如其来的疫情，必须实施预防措施，在这些预防措施中，建立数学模型并分析对怎

样实施预防措施有着重要的作用[10] [11] [12]。在实际生活中，许多传染病有潜伏期，控制传染病传播最

有效的措施就是隔离。Anwarud Din 等人[13]为控制 COVID-19 这类疫情的传播，使用两种控制措施建立

模型并进行分析，得到 COVID-19 在种群中灭绝或持续存在的条件。胡瑞等人[14]结合 COVID-19 的传播

性质建立了数学模型，并得出模型的平衡点的稳定性和不同参数对疾病传播的敏感性分析。梁桂珍等人

[15] [16]考虑了具有连续接种措施的传染病模型，得到疾病流行与否的阈值并证明平衡点的全局稳定性。

Swati Tyagi 等人[17]考虑了 COVID-19 的两种感染形式，结合隔离预防措施建立数学模型，得出系统的

基本再生数并对系统平衡点做稳定性分析。在以上文献的研究下，本文考虑加入常规预防措施以及隔离

措施对传染病传播进行控制，在第 2 节提出具有两种隔离措施并考虑种群有两种感染形式的数学模型。

在第 3 节，运用下一代生成矩阵法确定疾病是否流行的阈值以及平衡点的存在性。第 4 节通过 Hurwitz
判别法以及 Lasalle 不变集原理得到系统的局部稳定和全局稳定性。第 5 节通过数值模拟验证结果的正确

性。 

2. 模型建立 

假设 ( )N t 为某时刻的人口总数，将 ( )N t 分为六部分为 ( )S t ， ( )E t ， ( )I t ， ( )A t ， ( )Q t ， ( )R t ，

分别表示 t 时刻易感染者，潜伏者，早期无症状感染者，后期有症状感染者，隔离者和恢复者的数量。t
时刻人口总数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).N t S t E t I t A t Q t R t= + + + + +  

基于假设可建立如下模型： 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

( )

1 2

1 2 1 2

1 1 1 1

2 2 2

1 2 2 3

1 2 3

d
1 1

d
d

1 1
d

d
d

d
d

d
d

d
d

S t
SI SA dS

t
E t

SI SA E E dE
t

I t
E A I I I dI

t
A t

E A A A dA
t

Q t
I A Q Q dQ

t
R t

I A Q dR
t

µ β µ β

µ β µ β δ δ

δ υ α γ ε

δ υ γ ε

ε ε α γ

γ γ γ


= Λ − − − − −


 = − + − − − −

 = + − − − −

 = − − − −

 = + − − −


= + + −


                       (1) 
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在系统(1)中，Λ表示人群的输入率， 1β 表示有症状感染者与易感者的传染率， 2β 表示无症状感染者与

易感者的传染率， 1δ 表示潜伏者转为有症状感染者的比率， 2δ 表示潜伏者转为无症状感染者的比率，υ表

示无症状感染者进入有症状阶段的比率， 1α ， 2α 分别表示有症状感染者与隔离者的因病死亡率， 1ε ， 2ε
分别表示有症状感染者与无症状感染者的隔离率， 1γ ， 2γ ， 3γ 分别表示后期有症状感染，无症状感染和

隔离者的恢复率， µ 表示日常常规预防传染病的有效率，d 表示人群的自然死亡率，考虑模型的生物意

义，所有参数均为非负数。 
由系统(1)可知 

1 2
d .
d
N I Q dN
t

α α= Λ − − −  

利用比较原理，得 

d .
d
N dN
t
≤ Λ −  

从而，有 

( ) ( )0 0 e .dtN t N
d d

−Λ Λ < ≤ − −  
 

因此 

( )lim sup .
t

N t
d→+∞

Λ
≤  

显然可行域为 ( ) 6, , , , , :S E I A Q R R S E I A Q R
d+

 Ω = ∈ + + + + + ≤


Λ


，集合Ω是系统(1)的正向不变集。 

3. 基本再生数与平衡点的存在性 

通过下一代生成矩阵法得到系统(1)的基本再生数 0R ，构造矩阵 和 ， 

( ) ( ) ( )
( )

( )

1 2

1

1 2

1 1 1

2 2 2

1 1
0 , .
0

d E
E vA d I

E v

SI SA

d A

δ δ
δ

µ β µ β
α ε γ

δ ε γ

+ + 
 = − −

− + − 
 =  
 
 

+ + + + 
 − + + + + 

   

 和 在无病平衡点 0P 处的 Jacobi 矩阵为 

1 2

1 1 1 1

2 2 2

0 0
,

0

d
V d v

v d

δ δ
δ α ε γ
δ ε γ

+ + 
 = − + + + − 
 − + + + 

 

( )
( )( )( ) ( )( )

( )( )

1 2

1 2 2 2

1 2 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 2 2

2

1 2 2 2 2 2

1

1 0 0

1 .

10

d
v d v v

d d v d d d v d

d v d

V

v d

δ δ
δ ε γ δ

δ δ α ε γ ε γ α ε γ α ε γ ε γ
δ

δ δ ε γ ε γ

−

 
 + + 
 + + + +
 =

+ + + + + + + + + + + + + + + + + 
 
 
 + + + + + + + + 

 

因此， 
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1 2 3
1 0 0 0 .

0 0 0

m m m
VF −

 
 =  
  

 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )( )

0 0
1 2 2 2 1 2 2 1 1 1

1
1 2 1 1 1 2 2

1 1
,

v d v S S d
m

d d v d
δ ε γ δ µ β δ µ β α ε γ

δ δ α ε γ ε γ
+ + + + − + − + + +  =

+ + + + + + + +
 

( ) 0
1

2
1 1 1

1
,

S
m

d
µ β

α ε γ
−

=
+ + +

 

( ) ( ) ( )
( )( )

0 0
1 2 2 2

3
1 1 1 2 2

1 1
.

v S S v d
m

d v d
µ β µ β ε γ
α ε γ ε γ

− + − + + +
=

+ + + + + +
 

因此系统(1)的基本再生数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )( )

0 0
1 2 2 2 1 2 2 1 1 1

1 2 1 1
0

1 2

1

2

1 1v d
R F

v S S d
d d v d

V
δ ε γ δ µ β δ µ β α ε γ

δ δ α ε
ρ

γ ε γ
−

+ + + + − + − + + +  
+ + + + + + +

=
+

= . 

定理 1 当 0 1R < 时，系统(1)总存在一个无病平衡点 ( )0 0 ,0,0,0,0,0P S ，当 0 1R > 时，系统(1)存在一个

地方病平衡点 ( )* * * * * * *, , , ,,P S E I A RQ 。 

证明 令系统(1)中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 0, 0, 0E t I t A t Q t R t= = = = = ，则系统(1)有无病平衡点为 

( )0 0 ,0,0,0,0,0P S ，其中 0S
d
Λ

= 。 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

* * * * *
1 2

* * * * *
1 2 1 2

* * *
1 1 1 1

* *
2 2 2

* * *
1 2 2 3

* * * *
1 2 3

1 1 0

1 1 0

0

0

0

0

S I S A dS

S I S A d E

E A d I

E d A

I A d Q

I A Q dR

µ β µ β

µ β µ β δ δ

δ υ α γ ε

δ υ γ ε

ε ε α γ

γ γ γ

Λ − − − − − =


− + − − + + =


+ − + + + =


− + + + =
 + − + + =
 + + − =

                     (2) 

( )( ) *
1 2 2 2*

2

1 ,
d v d A

S
d

δ δ ε γ
δ

 + + + + +
= Λ − 

  
                        (3) 

( )* *
2 2

2

1 ,E v d Aε γ
δ

= + + +                                 (4) 

( )
( )

1 2 2 2* *

2 1 1 1

,
v d v

I A
d

δ ε γ δ
δ α ε γ
+ + + +

=
+ + +

                              (5) 

( )
( )( )

1 2 2 2* *2

2 1 1 1 2 3 2 3

,
v d v

Q A
d d d

δ ε γ δ ε
δ α ε γ α γ α γ
 + + + +

= + 
+ + + + + + +  

                    (6) 

( )
( )

1 2 2 2* *3
1 2 2

2 1 1 1 2 3

1 ,
v d v

R A
d d d

δ ε γ δ γ
γ γ ε

δ α ε γ α γ
 + + + +  

= + + +  + + + + +   
                 (7) 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )
2 1 1 1* 2

1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 2 2 1 1 1

.
1

d d
A

d v d v d v d
δ α ε γδ

δ δ ε γ µ β δ ε γ β δ β δ α ε γ
+ + +Λ

= −
+ + + + + − + + + + − + + +  

   (8) 

https://doi.org/10.12677/pm.2023.133070


尹莎 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.133070 653 理论数学 
 

当 0 1R > 时，有 * 0A > ，且 * * * * * *, , , ,,S I A Q RE 均大于零，所以系统(1)存在地方病平衡点 

( )* * * * * * *, , , ,,P S E I A RQ 。 

4. 平衡点的稳定性分析 

定理 2 若 0 1R < ，则系统(1)的无病平衡点 0P 局部渐近稳定；若 0 1R > ，则系统(1)的无病平衡点 0P 不

稳定。 
证明 考虑子系统 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )
( )

1 2

1 2 1 2

1 1 1 1

2 2 2

1 1
1 1

S t SI SA dS
E t SI SA E E dE
I t E A I I I dI
A t E A A A dA

µ β µ β
µ β µ β δ δ

δ υ α γ ε
δ υ γ ε

′ = Λ − − − − −
 ′ = − + − − − −
 ′ = + − − − −
 ′ = − − − −

                     (9) 

由系统(9)第二个方程可得 

( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 2 1 2 1 2 1 21 1 1 1 .SI SA E E dE S I S A E E dEµ β µ β δ δ µ β µ β δ δ− + − − − − ≤ − + − − − −  

有线性系统 

( ) ( ) ( )
( )
( )

0 0
1 2 1 2

1 1 1 1

2 2 2

1 1X t S Y S Z X X dX
Y t X Z Y Y Y dY
Z t X Z Z Z dZ

µ β µ β δ δ
δ υ α γ ε
δ υ γ ε

 ′ = − + − − − −
 ′ = + − − − −
 ′ = − − − −

                   (10) 

其系数矩阵为 

( ) ( ) ( )
( )

( )

0 0
1 2 1 2

1 1 1 1

2 2 2

1 1
,

0

d S S
J d v

v d

δ δ µ β µ β
δ α ε γ
δ ε γ

 − + + − −
 

= − + + + 
 − + + + 

 

特征方程为 
3 2

1 2 3 0,x a x a x a+ + + =                                 (11) 

其中 

1 1 2 1 1 1 2 2 ,a d d v dδ δ α ε γ ε γ= + + + + + + + + + +                       (12) 

( )( )
( )( ) ( ) ( )

2 1 2 1 1 1 2 2

0 0
1 1 1 1 2 1 1 2 21 1 ,

a d d v d

d d S S

δ δ α ε γ ε γ

α ε γ δ δ δ µ β δ µ β

= + + + + + + + + +

+ + + + + + − − − −
              (13) 

( )( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )( )( )

3 1 2 1 1 1 2 2

0 0
1 2 2 2 1 2 1 1 1 2

1 2 1 1 1 2 2 0

1 1

1 .

a d d v d

v d v S d S

d d v d R

δ δ α ε γ ε γ

δ ε γ δ µ β δ α ε γ µ β

δ δ α ε γ ε γ

= + + + + + + + +

− + + + + − − + + + −  
= + + + + + + + + −

          (14) 

显然，当 0 1R < 时， 1 2 3, , 0a a a > ，此外 

1
1 1 2 1 2 3

3 2

1
0, 0.

a
a a a a

a a
∆ = > ∆ = = − >  

其中 
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( )( )
( )( )( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 3 1 1 2 1 1 1 2 2

1 2 1 1 1 1 2 1 1 1

0
1 1 1 2 1 1 1

0 0
2 1 2 2 1 2 2 2

1

1 1

a a a a d d v d

d d d d

S d d

v S S d v d

δ δ α ε γ ε γ

δ δ α ε γ δ δ α ε γ

δ µ β δ δ α ε γ

δ µ β δ µ β δ δ ε γ

− = + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + + +

− − + + + + + +

+ − − − + + + + + +

 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )

0
1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1

0
1 2 2 2 1 2 2 2 2 2

0
2 1

1

1

1 .

d d d d S

d v d d v d S

v S

δ δ α ε γ δ δ α ε γ δ µ β

δ δ ε γ δ δ ε γ δ µ β

δ µ β

 > + + + + + + + + + + + − − 
 + + + + + + + + + + + + − − 

+ −

 

利用 Hurwitz 判别法可知，特征方程 3 2
1 2 3 0x a x a x a+ + + = 的根均有负实部，则当 0 1R < 时，无病平

衡点 0P 局部渐进稳定。 

定理 3 [18] 若给定的模型(1)写成： 

( ) ( ) ( )d d, , , , ,0 0,
d d
X YF X Y G X Y G X
t t
= = =  

其中 ( )T, , ,X S Y E I A= = 表示未感染者和感染者。无病平衡点表示为 

( )0 0 ,0 ,0 ,P X
d
Λ = =  

 
 

要使 0P 全局渐近稳定，则满足以下条件： 

(I) ( )0
d ,0
d
X F X
t
= ， 0X 全局渐进稳定。 

(II) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ, , , , 0G X Y MY G X Y G X Y= − ≥ 。这里 ( )0 ,0YM D G X= 是 M 矩阵(在 M 矩阵中，所有非对 
角线元素都是非负的)。 

如果模型(1)中给定微分方程满足定理 3 的条件，则在 0 1R < 的条件下，无病平衡点 ( )0 0 ,0P X= 在系

统(1)中全局渐近稳定。 
定理 4 若 0 1R < ，则系统(1)的无病平衡点 0P 全局渐近稳定。 
证明 将定理 3 运用到系统(1)，得到 

( ) ( ) ( )0
0

ˆ,0 , , , ,F X S G X Y AY G X Yµ= Λ − = −  

( ) ( ) ( )
( )

( )

0 0
1 2 1 2

1 1 1 1

2 2 2

1 1
,

0

d S S
A d v

v d

δ δ µ β µ β
δ α ε γ
δ ε γ

 − + + − −
 

= − + + + 
 − + + + 

 

( ) ( )
( )( )( )0

1 21
ˆ , , 0 .

0

S S I A

G X Y AY G X Y

µ β β − − +
 
 = − =
 
  

 

由于 0 0S S− ≥ ，故 ( )ˆ , 0G X Y ≥ ，且 A 矩阵是 M 矩阵，根据文献[18]，故 0P 全局渐近稳定。 

定理 5 若 0 1R > ，地方病平衡点 ( )* * * * * * *, , , ,,P S E I A RQ 在 { }0\ PΩ 上全局渐进稳定。 

证明 构造 Lyapunov 函数 

* * * * * * * *
1 2 3 4* * * *ln ln ln ln .S E I AV K S S S K E E E K I I I K A A A

S E I A
       = − − + − − + − − + − −       
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沿着系统(1)的轨迹对函数 V 求导 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

*

1 1 2

*

2 1 2 1 2

*

3 1 1 1 1

*

4 2 2 2

d 1 1 1
d

1 1 1

1

1 .

V SK SI SA dS
t S

EK SI SA d E
E

IK E vA d I
I

AK E v d A
A

µ β µ β

µ β µ β δ δ

δ α ε γ

δ ε γ

 
= − Λ − − − − −    

 
 

+ − − + − − + +    
 
 

+ − + − + + +    
 
 

+ − − + + +    
 

 

在平衡点 ( )* * * * * * *, , , ,,P S E I A RQ 处，系统(1)满足以下条件 

( ) ( )* * * * *
1 21 1 ,S I S A dSµ β µ βΛ = − − − −  

( ) ( )* * * *
1 2

1 2 *

1 1
,

S I S A
d

E
µ β µ β

δ δ
− + −

+ + =  

* *
1

1 1 1 * ,
E vAd

I
δ

α ε γ
+

+ + + =  

*
2

2 2 * .
Ev d

A
δ

ε γ+ + + =  

代入
d
d
V
t
，原方程可写为 

( )
( )

2*
1

1 2 3 4
d , , , .
d

K S SV g y y y y
t S

µ −
= − +  

令 

* * * * * * *
1 2 3 4 1 2* * * *, , , , , , , , .S E I Ay y y y S I a S A b E c vA d E e

S E I A
δ δ= = = = = = = = =  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

1 2 3 4 1 3 1 1 2 1

1 4 1 2 2 2

3 1 1 3 3

4 1 2 3 4

2 2 1 2 2 3 4

, , , 1 1

1 1

1

1

1 1

g y y y y y y K a K a

y y K b K b

y K a K c K d

y K b K d K e

y K a K b K c K e

µ β µ β

µ β µ β

µ β

µ β

µ β µ β

= − − + −  
+ − − + −  
+ − − −  
+ − + −  
+ − − − − + +  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

[ ]

( )( ) ( )( )

3 4 1 1 1 2
1

2 1 1 3 2 2 1 4
2

3 2 3 4 4 2
3 4

1 1 2 2 1 2

1 1 1

1 1 1

1 1

1 1 .

K c d K e K a K b
y

K ay y K by y
y

K cy K dy K ey
y y
K a b K a b

µ β µ β

µ β µ β

µ β β µ β β

+ + + + − − − −  

+ − − − −  

+ − − −

+ − + + − +

 

令 1 3y y ， 1 4y y ， 4y ， 3y ， 2y 为零，可以得到 

https://doi.org/10.12677/pm.2023.133070


尹莎 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.133070 656 理论数学 
 

( )

( ) ( )
( )

1 2

1
3 1

2 1
4 1

,
1

,

1 1
.

K K
a

K K
c d

b ad
K K

e c d e

µ β

µ β µ β

=

−
=

+
 − −

= + 
+  

 

令 1 2K K c d= = + ，得到 

( )
( ) ( ) ( )

3 1 1

2 1
4

1 ,

1 1
.

K aK

b c d ad
K

e

µ β

µ β µ β

= −

− + + −
=

 

则 

( ) ( )

( )

( ) ( )

1 3 2
1 2 3 4 1

1 2 3

1 3 4 2
1

1 2 3 4

1 4 2
2

1 2 4

1, , , 1 3

11 4

11 3 .

y y yg y y y y ac
y y y

y y y yad
y y y y

y y yb c d
y y y

µ β

µ β

µ β

 
= − − − − 

 
 

+ − − − − − 
 

 
+ − + − − − 

 

 

由算术平均值与几何平均值可知 

1 3 2

1 2 3

1 3 4 2

1 2 3 4

1 4 2

1 2 4

1 3,

1 4,

1 3.

y y y
y y y

y y y y
y y y y

y y y
y y y

+ + ≥

+ + + ≥

+ + ≥

 

经计算可知 

( )
( )

( )

( ) ( )

2*
1 1 3 2

1
1 2 3

1 3 4 2
1

1 2 3 4

1 4 2
2

1 2 4

d 11 3
d

11 4

11 3 .

K S S y y yV ac
t S y y y

y y y yad
y y y y

y y yb c d
y y y

µ
µ β

µ β

µ β

−  
= − + − − − − 

 
 

+ − − − − − 
 

 
+ − + − − − 

 

 

故
d 0
d
V
t
≤ ，当且仅当 1 2 3 4 1y y y y= = = = 时， * * * *, , ,S S E E I I A A= = = = 等号成立，且 

( ) 4, , , , 0S E I A R S E I A V
µ+

 Λ
∈ + + + ≤ = 

 
 的最大单点集为 ( ){ }* * * *, , ,S E I A 。由 LaSalle 不变集原理[19]可

得，故当 0 1R > 时，系统(1)的平衡点 ( )* * * * * * *, , , ,,P S E I A RQ 全局渐近稳定。 

5. 数值模拟 

取模型中各参数 1Λ = ， 0.8µ = ， 0.05d = ， 1 0.05β = ， 2 0.05β = ， 1 0.3δ = ， 2 0.2δ = ， 0.1υ = ，
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1 0.07α = ， 2 0.05α = ， 1 0.05γ = ， 2 0.1γ = ， 3 0.05γ = ， 1 0.1ε = ， 2 0.2ε = 。其中 S，E，I，A，Q，R
的初值为 20S = ， 0E = ， 10I = ， 5A = ， 5Q = ， 0R = 。得到 0 1R < ，将初值中 1Λ = 改为 8Λ = ，得

到 0 1R > 。如图 1 和图 2： 
 

 
Figure 1. Model 1 
图 1. 模型 1 

 

 
Figure 2. Model 2 
图 2. 模型 2 

 
从图 1 看出，各仓室的人数很快趋于稳定，在传染病模型中加入常规预防和隔离措施后，传染病传

播能在短时间内得到有效控制，所以当 0 1R < 时，无病平衡点全局渐近稳定。从图 2 看出，当 0 1R > 时，

各仓室人数在短暂波动后，最终趋于稳定，地方病平衡点的稳定性得到验证。 
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