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摘  要 

针对有限群的半直积的自同构群的结构问题，运用了Bidwell和Curran于2006年引入的“矩阵表示”这

种较为直观的研究方法，结合作者得到的关于稳定自同构群的矩阵公式，以及半直积的自同构群的中心

化分解，得到了此类半直积的自同构群具有正规化分解的充分条件，举例说明了条件的不可缺少性，简

化了Bidwell关于可裂亚循环p-群的自同构群的相关结论的复杂计算，并给出了定理的相关应用。 
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Abstract 
On the structure problem of automorphism groups for the semi-direct product of finite groups, 
some hypotheses sufficient to guarantee that semi-direct products of finite groups possess normal 
decomposition is found by using the relatively intuitive research method of “matrix representa-
tion” introduced by Bidwell and Curran in 2006, combined with the matrix formula of stable au-
tomorphism group proved by the author, and the centralization decomposition of automorphism 
group of semi-direct product. Complicated calculation of Bidwell and Curran’s automorphism 
group of splitting metacyclic p-groups is reduced, the relevant applications of the theorem are 
given. 
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1. 引言 

本文涉及到的群均为有限群，所使用的符号和术语是标准的，见文献[1]。假设群 H 作用在群 N 上，

相应的半直积为 

( ){ }, | ,G H N h n h H n N= = ∈ ∈ , 

其中的运算为 ( ) ( ) ( ), , , , , , ,kh n k m hk n m h k H n m N⋅ = ∀ ∈ ∈ 。方便起见，我们视 ,N G H G≤ ，从而G HN=

且 1H N = ，在此约定下有 ( ),h n hn= 。我们把群 G 的自同构群记为 AutG 。研究半直积的自同构群的 

结构是群论中一个热点和难点问题，目前得到了一些丰富的结果，其中一个有效的方法是将自同构群分

解成若干个结构较为简单的子群的乘积。Bidwell 和 Curran 在文献[2]中引入了“矩阵表示”这种较为直

观的研究方法，得到了可裂亚循环 ( )2p p ≠ -群的自同构群的结构分解。进一步，用这种方法计算了可裂

亚循环 2-群的自同构群，见文献[3]。 
称半直积G H N=  的自同构ϕ 为稳定自同构，如果ϕ 可正规化 N，即 N Nϕ = 。记 G 的所有稳定自

同构构成的集合为 

( ) { }|AutGN N AutG N Nϕϕ= ∈ = , 

显然是 AutG 的一个子群，称为该半直积的稳定自同构群。本文中我们得到了有限群的半直积的自同构群

的结构分解，将其分解成正规子群的稳定子群与特殊子群的乘积，是前期相关结果[4] [5]的延续。 

设 : G Gϕ → 是群 G 到其自身的一个映射，令 ( ) ( ) ( ) ( ),1 , , 1, ,h h h n n nϕ ϕα β γ δ= = ，则映射ϕ 唯一确定

了四个映射 : , : , : , :H H H N N H N Nα β γ δ→ → → → ，我们将ϕ 记为： 

α β
ϕ

γ δ
 

=  
 

. 

令 

[ ]{ }| , , 1A AutG H H Nϕϕ ϕ= ∈ = = , 

[ ] [ ]{ }| , 1, ,B AutG H H Nϕ ϕ ϕ= ∈ = ⊆ , 

[ ] [ ]{ }| , 1, ,C AutG H N Hϕ ϕ ϕ= ∈ = ⊆ , 

[ ]{ }| , 1,D AutG H N Nϕϕ ϕ= ∈ = = , 

不难验证 , , ,A B C D 均为 AutG 的子群。可以看出 ( ), , AutGA B D N N⊆ 。 

本文首先给出自同构的矩阵表示的概念，进而得到一些结构较为简单的子群的描述，给出了半直积

G H N=  的自同构群具有正规化分解的有效判据，可替代文献[2]和[3]中的复杂计算。在文献[6]中，当
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N 是循环群时，我们给出了 ( )AutGN N 的结构性质。 

2. 主要结论 

方便起见，我们引入下述概念： 
设 AutGϕ ∈ ，如果 1H Nϕ = ，即 H ϕ 也是 N 在 G 中的一个补子群，则称ϕ 关于该半直积是可分的，

在不引起混淆的情况下，简称ϕ 是可分的。当 

AutG
α β

ϕ
γ δ
 

= ∈ 
 

 

时，易知α 是 H 的自同态。不难验证
1

ker H Nϕα
−

=  ，故ϕ 为可分的自同构当且仅当 1kerα = 。由于本

文只考虑有限群，所以ϕ 可分等价于说 AutHα ∈ 。如果 G 的每个自同构都是可分的，则称半直积

G H N=  是可分的。 
引理 1.1 设G H N=  那么 ( )AutGAutG N H B= 当且仅当对任意的 

AutG
α β
γ δ
 

∈ 
 

, 

AutHα ∈ 且 ( )Im Z Nβ ⊆ 。特别地，当 N 是交换群时，则 ( )AutGAutG N H B= 当且仅当 G H N=  是 
可分的。 

证明 若对任意 

AutG
α β

ϕ
γ δ
 

= ∈ 
 

, 

均有 AutHα ∈ 且 ( )Im Z Nβ ⊆ ，则从 β 所满足的一般条件 ( ),Der H Nαβ ∈  [1]，可得 

( )( )1 ,Der H Z Nα β− ∈ ，
11

0 1
B

α β− 
∈ 

 
。 

按照矩阵的乘法公式，我们有 
1

1

0 1
0 1

α β α α β
γ δ γ γα β δ

−

−

    
=     − +    

, 

迫使等式右边第一个矩阵只能是自同构，因此属于 ( )AutGN H ，导致 ( )AutGN H Bϕ ∈ ，这就证明了所

需结论 ( )AutGAutG N H B= 。 

反之，若 ( )AutGAutG N H B= ，则任意 

AutG
α β

ϕ
γ δ
 

= ∈ 
 

 

均有如下分解： 

0 1
0 1

α β α β α α β
γ δ γ δ γ γ β δ

′ ′ ′ ′ ′      
= =      ′ ′ ′ ′ ′ ′+      

, 

但 AutHα′∈ 而 ( )Im Z Nβ ′ ⊆ ，故 AutHα α′= ∈ 且 ( )Im Im Im Z Nβ α β β′ ′ ′= = ⊆ 。 

下述是本文主要结论，给出了半直积的自同构群具有正规化分解的一个有效判据。 
定理 1.2 设G H N=  ，p 为素数，如果下述条件成立： 
1) 0H Q H= × ，其中 ( )pQ Syl H∈ 为循环群， 
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2) 0N P N= × 为交换群，其中 ( )pP Syl N∈ ， 

3) [ ]0, 1P H = ， 

4) 若 [ ], 1P Q ≠ ，则 [ ],P Q 包含 P 的所有 p 阶元素；若 [ ], 1P Q = ，则 P 与 Q 没有同构的直因子。 

5) ( )0 0, 1H N = ， 

则 ( )AutGAutG N H B= 。 
证明根据条件(2)，因为 N 是交换群，根据引理 1.1，只需要证 G 的每个自同构 AutGϕ ∈ 均为可分的

即可。注意到 P 和 0N 均为 N 的特征子群，故可被 H 正规化。特别地，Q 正规化 P，记 0G PQ=  ，显然

( )0 pG Syl G∈ 。再根据条件(3)可知 0 0PH PH= ，故 ( )( ) ( )( ) ( )00 0 0 0 0 0G H N HQ P QP GN H N= = = 。由于 0H
正规化 0N ，所以 0 0H N 是群。显然 Q 正规化 0 0H N ，而 P 可中心化 0 0H N ，故 0G 可正规化 0 0H N ，故

( )0 0 0G G H N=  。 

现在设 0: G Gι → 为包含映射，而 0: G Gρ → 为自然投射，即对任意 0x G∈ ， 0 0y H N∈ ，令 ( )xy xρ = ，

显然𝜄𝜄为单同态而 ρ 为满同态。我们令ϕ ιϕρ′ = 为合成映射，则ϕ′也是群同态： 0 0G G G Gι ϕ ρ→ → → 。

进而，如果 0x G∈ 使得 1xϕ′ = ，因 x xι = ，故 1xϕρ = ，即 0 0x Ker H Nϕ ρ∈ = 。但 x 为 p-元，故 xϕ 也为 p-

元，然而 0 0H N 是 p′ -群，所以 1xϕ = ，即 1x = ，表明 1Kerϕ′ = ，故ϕ′为单同态，进而 0AutGϕ′∈ 。 

根据条件(5)，H N Pϕ ⊆ 迫使 H N H Pϕ ϕ=  ，同理得
1 1

H P Q Pϕ ϕ− −
=  ，即 H P Q Pϕ ϕ=  ，

从而 H N Q Pϕ ϕ=  。注意到自然投射 ρ 在 0G 上的限制为恒等映射，而 0Q P P Gϕ ⊆ ⊆ 并且Q Qι = ，

所以 

( )H N Q P Q P Q P Q P
ρϕ ϕ ϕ ϕρ ρ ϕ ρ′= = ⊆ =     . 

但我们已证 0AutGϕ′∈ ，如果能证得半直积 0G Q P=  可分，推出 1H Nϕ = ，即ϕ 也可分。 
以下证明半直积 0G Q P=  是可分的。若否，则存在某个 

0AutG
α β

θ
γ δ
 

= ∈ 
 

 

使得α 不是 Q 的自同构。但α 是群同态，而我们只考虑有限群，故α 不是 Q 到自身的满同态。任

取 x Q∈ ， y P∈ ，按定义有 ( ) ( ) ( )y
xy x y x x y y x y x y

γ
θ θ θ α β γ δ α γ β δ = = =  

 
，因θ 为满射，故 x yα γ 取遍 Q

的所有元素，表明 Im Im Qα γ = 。但 Im Qα < ，而 Q 为循环的 p 群，熟知其有唯一的极大子群，导致 Im Qγ = ，

即 : P Qγ → 是满同态。令 

1 α β
θ

γ δ
− ′ ′ 
=  ′ ′ 

, 

对任意 y P∈ ，我们有 ( ) ( )1
1

y
y y y y y y y y y y y y

δ γθθ θ γ δ γ α δ β δ γ δ δ γ α δ γ γ β δ δ
′

− ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⋅ = = = = ⋅ ，比较两边 Q 中

元素得到 1y yγ α δ γ′ ′ = ，即 0γ α δ γ′ ′+ = 。由于α 不是满射，故 γ α′ 也不是满射，进一步δ γ′ 也不是满射。但

已证 γ 是满射，从而δ ′不能是满射，故δ ′也不是单射。 

虽然 : P Pδ ′ → 未必是同态，但是满足[1]中引理 2.1 的条件(4)，即 ( ) ( ) , ,
z

yz y z y z P
γ

δ δ δ
′

′ ′ ′= ∀ ∈ 。按

通常方式，我们定义 { }| 1Ker y P yδδ ′′ = ∈ = 。一方面从 1y zδ δ′ ′= = 可推出 ( ) 1yz δ ′ = ，说明 Kerδ ′对乘法

封闭，可知 Kerδ ′是 P 的子群。另一方面，由 ( ) ( )( )1 1
z

yz z yz zy
γ

δ δδ δ
′

′−′ −′ ′= = 又可推出 y zδ δ′ ′= 当且仅当
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( )1 1yz
δ ′− = ，即 1yz Kerδ− ′∈ ，由此表明 δ ′为单射当且仅当 1Kerδ ′ = 。但上段已证得 δ ′不是单射，所以

1 Ker Pδ ′< ≤ 。 

如果 y P∈ 满足 y Ker Kerδ γ′ ′∈  ，按定义
1

1y y yθ γ δ− ′ ′= = ，但 1θ − 是 0G 的自同构，只有 1y = ，由此

推出 1Ker Kerδ γ′ ′ = ，由于 γ ′满足[1]中引理 2.1 的条件(5)，故对任意 x Q∈ ，y P∈ ，均有 ( ) ( )xxy y
αγ γ
′′ ′= 。

但 Q 为循环群，故 ( )xy y
γ γ′ ′= ，又因为 γ ′为同态，故 [ ] 1, xy x y y Kerγ− ′= ∈ ，所以 [ ],P Q Kerγ ′⊆ 。至此

我们证明了 [ ], 1P Q Kerδ ′ = 。 

如果 [ ], 1P Q ≠ ，根据条件(4)可知 [ ],P Q 包含 P 的所有 p 阶元素，自然也包含 1Kerδ ′ ≠ 中的 p 阶元，

这将会导致 [ ], 1P Q Kerδ ′ ≠ ，该矛盾表明θ 是可分的。 

如果 [ ], 1P Q = ，则 0G Q P= × 为直积，按照条件(4)，P 与 Q 没有同构的直因子，此时 0G Q P= × 是

可分的，从而θ 也是可分的，仍然得到所需的矛盾。至此我们完成了证明。 

3. 应用 

下面两个结论是定理 1.2 的直接应用，给出了两种半直积的自同构群的结构分解。由于 

[ ] [ ]{ }| , 1, ,B AutG N H Nϕ ϕ ϕ= ∈ = ⊆ , 

显然 ( )( ),B Der H Z N≅  [6]，即为从 H 到 ( )Z N 的所有导子构成的加法群，但是导子群的结构一般

是很难确定的。如果 H 是循环群，则 ( )( ),Der H Z N 也是循环群，便可给出 AutG 的精确构造，见文献[7]。 

推论 2.1 设G H N=  ，p 为素数，H 是循环 p 群，N 为交换且其 Sylowp-子群 P 循环，当 [ ], 1P H = 时

进一步假设 P H≠ ，则 ( )AutGAutG N H B= 。 

推论 2.2 设G H N=  ，H 和 N 都是循环 p 群，p 为任意素数，但 G 是非交换群，则 ( )AutGAutG N H B= 。 
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