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摘  要 

线性空间是线性代数中一个重要的研究对象，基与维数又能决定一个线性空间的结构，因此在已知的线

性空间中找到满足要求的基是一个值得探讨的问题。本文根据线性空间中的扩充基定理，讨论了由给定

线性无关的向量组扩充成一个极大线性无关组，以及在线性空间扩充成一组基的一般解法，旨在加深学

生对极大线性无关组以及线性空间中基的理解。 
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Abstract 
Linear space is an important research object in linear algebra, and the basis and dimension can 
determine the structure of a linear space. So it is a worthwhile problem to find the required basis 
in a linear space. In this paper, according to the expansion basis theorem in the linear space, we 
discuss how to find the maximum linear independent vector group or the basis for a given linear 
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independent list in the linear space. It can promote the students’ understanding of the maximum 
linear independent vector group and the bases in the linear space. 
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1. 引言 

线性空间是线性代数中的一个重要概念，是我们研究线性代数的核心，在现代数学研究中有着广泛

的应用[1] [2]。在一个线性空间中，基与维数决定了它的结构，描述了它的很多属性，所以按照实际应用

的需要选定满足要求的基是一个值得探讨的问题[3] [4]，线性空间上的扩充基定理正是解决这个问题的重

要依据，文献[1] [2]都对扩充基定理给出了证明，但是对于给定线性空间上一组线性无关的向量组，如何

将该向量组扩充为线性空间的具体算法并没有一般的解法。本文就这个问题从向量组的极大线性无关组

的扩充到线性空间上基的扩充问题提出了一个一般且有效的解法。 
定理 1：(扩充基定理)设 W 是数域 P 上 n 维线性空间 V 的一个 t 维子空间， 1 2 , ,, tα α α 是 W 的一组

基，那么这组向量必定可扩充为整个空间的基，也就是说，在 V 中必定可以找到 n t− 个向量 1 2 , ,,t t nα α α+ +  ，

使得 1 2 , ,, nα α α 是 V 的一组基。 
引理 1 向量组 1 2 , ,, tα α α 与它的任意置换

1 2
, , ,

ti i iα α α 等价，故极大无关组相同。 
首先，我们讨论将含有有限个向量的向量组中任意给定线性无关的部分组扩充为该向量组的极大无

关组。 

2. 向量组中极大无关组的扩充问题 

已知向量组 1 2 , ,, nα α α ，且秩 ( )1 2 , ,, n rα α α = ，其中
1 2
, , ,

si i iα α α ， ( )s r≤ 线性无关，将

1 2
, , ,

si i iα α α 扩充成 1 2 , ,, nα α α 的一个极大线性无关组。 
方法：根据引理 1 可知，考虑 1 2 , ,, nα α α 的极大无关组，仅需考虑 

1 2 1 1 2 21 2 1 1 1 1 1 1, , , , , , , , , , , , , , , ,
s s si i i i i i i i i nα α α α α α α α α α α α− + − + − +     的极大无关组。 

例 1 设 ( )1 1, 1, 2, 4α = − ， ( )2 3,0,7,14α = ， ( )3 1, 1, 2,0α = − ， ( )4 2,1,5,6α = ， ( )5 0,3,1, 2α = ，把 1 5,α α
扩充成一个极大无关组。 

由引理 1 可知，本问题可以转化为求解 1 5 2 3 4, , , ,α α α α α 的极大无关组。 

解： ( )T T T T T
1 5 2 3 4

1 0 3 1 2 1 0 3 1 2 1 0 3 1 2
1 3 0 1 1 0 3 3 0 3 0 1 1 0 1

2 1 7 2 5 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1
4 2 14 0 6 0 0 0 4 4 0 0

,

0 0

,

0

, ,α α α α α

     
     − −     → →
     
     

− −     

=  

故 所求极大无关组可以是 1 5 3, ,α α α 或者 1 5 4, ,α α α 。 
这里我们依然利用矩阵的初等变换求解极大线性无关组，注意到用这一方法选择向量组的极大线性

无关组时，通常进入备选队列的向量都排在向量组的前面，故只须将必选向量调换顺序，即可找到满足
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条件的极大线性无关组。 

3. 数域 P 上的 n 维向量空间 Pn 的子空间中基的扩充问题 

已知数域 P 上的 n 维向量空间 Pn，W 是其线性子空间， dimW r= ，若 ( )1 2 ,, , s W s rβ β β ∈ ≤ ，且

线性无关，将 1 2, , , sβ β β 扩充为 W 的一组基。 
方法：根据引理 1 可知，若 1 2, , , rα α α 是子空间 W 的一组基， ( )1 2 ,, , s W s rβ β β ∈ ≤ 线性无关，

显然 1 2 1 2, , , ,, ,, s rβ β β α α α  与 1 2, , , rα α α 等价，故 1 2 1 2, , , ,, ,, s rβ β β α α α  的极大无关组也是子空间W
的一组基。 

例 2 设 4W P= ， ( ) ( ) 4
1 21, 1, 2, 4 , 3,0,7,14 Pβ β= − = ∈ ，把 1 2,β β 扩充成 W 的一组基。 

显然 
( )1 1,0,0,0ε = , ( )2 0,1,0,0ε = , ( )3 0,0,1,0ε = , ( )4 0,0,0,1ε =  

是 W 的一组基。要求找到包含 1 2,β β 的一组基，仅需考虑 1 2 1 2 3 4, , , , ,β β ε ε ε ε 的包含 1 2,β β 的极大无关

组。 

( )T T T T T T
1 2 1 2 3 4

1 3 1 0 0 0 1 3 1 0 0 0 1 3 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 1

, , , , ,
2 0 1 0 0 1 2 0 1 0

2 7 0 0 1 0 0 3 1 1 0 0 0 0 7 1 3 0
4 14 0 0 0 1 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 2 1

β β ε ε ε ε

     
     − − −     → →
     −
     

− −    

=



 

故 所求包含 1 2,β β 的基可以是 1 2 1 3, , ,β β ε ε ，或者 1 2 1 4, , ,β β ε ε ，或者 1 2 2 3, , ,β β ε ε ，或者 1 2 2 4, , ,β β ε ε 。 
通过分析与例 2，我们可以看出，事实上，考虑到子空间 ( )1 2 1 2, , , , ,, ,s rW L β β β α α α=   ，因此，

寻找线性子空间 W 的满足条件的一组基，就是求解向量组 1 2 1 2, , , ,, ,, s rβ β β α α α  中含有向量 1 2,β β 的极

大线性无关组。 

4. 数域 P 上的 n 维线性空间的子空间中基的扩充问题 

已知数域 P 上的 n 维线性空间 V，W 是其线性子空间，dimW r= ，若 ( )1 2 ,, , s W s rβ β β ∈ ≤ ，且线

性无关，将 1 2, , , sβ β β 扩充为 W 的一组基。 
引理 2 数域 P 上的任意一个 n 维线性空间都与向量空间 Pn 同构。 
方法：同 2 的讨论，若 1 2, , , rε ε ε 是子空间 W 的一组基， 1 2 1 2, , , ,, ,, s rβ β β ε ε ε  的极大无关组也是

子空间 W 的一组基。 
而 

1 11 1 21 2 1 2 12 1 22 2 2 1 1 2 2,, ,r r r r s s s rs ra a a a a a a a aβ ε ε ε β ε ε ε β ε ε ε= + + + = + + + = + + +     

那么求解 1 2 1 2, , , ,, ,, s rβ β β ε ε ε  的极大无关组，仅需考虑向量组 

( ) ( ) ( )1 11 21 1 2 12 22 2 1 2, , , , , , , , , , , ,r r s s s rsa a a a a a a a aβ β β= = =    ， 

( ) ( ) ( )1 21,0, ,0,0 , 0,1, ,0,0 , , 0,0, ,0,1rε ε ε= = =    的极大无关组。 
例 3 设 [ ]4W P x= ， ( )1 1g x x= + ， ( ) 2

2 1g x x x W= + + ∈ 。 
把 ( )1g x ， ( )2g x 扩充成 W 的一组基。 
解：取 V 上的一组基 ( )1 1f x = ， ( )2f x x= ， ( ) 2

3f x x= ， ( ) 3
4f x x= 。 

显然 
( ) ( ) ( )1 1 21g x x f x f x= + = + , ( ) ( ) ( ) ( )2

2 1 2 31g x x x f x f x f x= + +=+ +  

于是仅需考虑 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 3 4, , , , ,g x g x f x f x f x f x 在基 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , ,f x f x f x f x 下的坐标： 
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( )1 1,1,0,0β = ， ( )2 1,1,1,0β = ， ( )1 1,0,0,0ε = ， ( )2 0,1,0,0ε = ， ( )3 0,0,1,0ε = ， ( )4 0,0,0,1ε = 的极大无关

组。 

( )T T T T T T
1 2 1 2 3 4

1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0

, , , , ,

1 0 0 0 0 0 1

β β ε ε ε ε

   
   
   →
   −
   
   

=  

故 所求包含 ( ) ( )1 2,g x g x 的基可以是 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 4, , ,g x g x f x f x 或者 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 4, , ,g x g x f x f x 。 
通过分析和例 3，对于比较抽象的线性空间，我们可以通过该线性空间中每个向量与坐标的一一对

应关系，将问题利用线性空间的同构关系，转化为数域 P 上的 n 维向量空间 Pn的子空间中基的扩充问题。 
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