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摘  要 

本文提出了求解第一类柯西奇异积分方程的一种有效配置法，即基于q-Bessel多项式并结合第一类、第

二类高斯–切比雪夫求积公式的离散配置法将第一类柯西奇异积分方程转化为线性方程组进行近似求解，

结合插值理论对该方法进行误差分析。通过数值算例验证了该方法的可行性和有效性。 
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Abstract 
This paper presents an efficient collocation method to solve Cauchy singular integral equations of 
the first kind. Namely, based on the q-Bessel polynomial and the discrete collocation method of 
the first and second Gauss-Chebyshev quadrature formulas, the first Cauchy singular integral equ-
ation is transformed into a linear system of equations for approximate solution, and the error 
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analysis of the method is carried out by combining the interpolation theory. The effectiveness and 
feasibility of the method are verified by numerical examples. 
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1. 引言 

奇异积分方程按照核函数可分为弱奇异积分方程、柯西奇异积分方程和超奇异积分方程[1]。其中，

柯西奇异积分方程中的积分是在柯西主值意义下讨论积分的存在问题。随着科学技术的发展，柯西奇异

积分方程也越来越广泛地应用到实际生活中，比如：断裂力学、接触辐射、分子传导、弹性动力学、电

磁学、电子工程、生物力学、自动控制理论、博弈论，甚至在医药学和经济学等[2]-[7]诸多领域都发挥着

极其重要的作用。 
某些柯西奇异积分方程很难找到解析解，因此众多研究者已经开发了几种精度较高的数值方法来求

解这些奇异积分方程。例如配置法，其中使用 Lagrange 插值与 Guass-Jacobi 求积样条法[8]、Hermite 插

值方法[9]以及多项式，如：Jacobi 多项式[10]，第二类 Chebyshev 多项式[11]，正交 Legendre 多项式[12]，
Bernstein 多项式[13] [14]，以及 Bessel 多项式[15]等逼近待求函数，进而求解柯西奇异积分方程。 

柯西型奇异积分方程定义如下 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 1
d , d , 1 1,

t
t k s t t t f s s

t s
ϕ

ϕ
− −

+ = − < <
−∫ ∫                       (1) 

这里 ( )sϕ 为未知函数， ( )f s 为已知函数。若核函数 ( ), 0k s t = 时，则方程(1)被称为广义翼型方程，在空

气动力学中，它可以简化为如下的翼型方程 

 ( ) ( )1

1
d , 1 1.

ϕ
−

= − < <
−∫

t
t f s s

t s
                              (2) 

本文将基于 q-Bessel 多项式的配置法求解第一类柯西奇异积分方程。文献[16]中给出了方程(2)的各

类情况下解析解的形式，即 

 ( ) ( ) ,js sϕ ϕ=                                       (3) 

这里 1,2,3,4j = ，分别对应四种情况，具体如下： 
(i) 当 ( )sϕ 在 1s = ± 上有界时，则 

 ( ) ( )
( )

2 1
1 2 1 2

1 d ,
1

ϕ
−

−
= −

− −π ∫
f tss t
t t s

                            (4) 

前提是
( )1

1 2
d 0

1−
=

−
∫

f t
t

t
。 
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(ii) 当 ( )sϕ 在 1s = ± 上无界时，则 

 ( ) ( )
21

2 212 2

1 1 d ,
11

ϕ
−

−
= − +

−−π −∫
t ws f t t

t s ss
                       (5) 

这里 ( )1
21

dϕ
−

= ∫w t t 。 
(iii) 当 ( )sϕ 在 1s = 上有界，在 1s = − 上无界时，则 

 ( ) ( )
( )

1
3 2 1

1 1 1 d .
1 1

ϕ
−

− +
= −

+ − −π ∫
f ts ts t

s t t s
                          (6) 

(iv) 当 ( )sϕ 在 1s = − 有界，在 1s = 上无界时，则 

 ( ) ( )
( )

1
4 2 1

1 1 1 d .
1 1

ϕ
−

+ −
= −

− + −π ∫
f ts ts t

s t t s
                          (7) 

2. q-Bessel 多项式及函数逼近 

n 阶 q-Bessel 多项式 ( ),n qy x 的显示公式定义如下[17] 

 

( )

( )
[ ]
[ ] [ ]

0,

,
0

1,

!
,

2 ! !=

 =
 +

= −
∑

q

n
q k

n q k
k q q

y x

n k
y x x

n k k

                            (8) 

这里 0,1, ,k n=  和 0 1q< < ，并且上式在[−1, 1]上一致绝对收敛。 
接下来，构造方程(2)在(i)、(ii)、(iii)和(iv)四种情况下截断的 q-Bessel 多项式级数形式，即 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1, , 2, ,
0 0

3, , 4, ,
0 0

(i) , (ii) ,

(iii) , (iv) .

= =

= =

= =

= =

∑ ∑

∑ ∑

 

 

n n

n j i n n j i n
i i

n n

n j i n n j i n
i i

x s x s x y s x s x s x y s

x s x s x y s x s x s x y s
             (9) 

这里 ( ) ( ), , 0,1, , , 1,2,3,4j ix i n j= = 是未知的 q-Bessel 系数。当 n →∞时，有 ( ) ( )nx s x s= 。 
对于方程(2)解析解的近似解可由下列关系所表示[18] 

 ( ) ( ) ( ) , 1,2,3,4,j js s x s jϕ ω= =                            (10) 

其中 ( )x s 是区间[−1, 1]上基于 q-Bessel 多项式的函数，具体形式见等式(9)，且四种情况下所对应的权函

数为 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 3 42 2 2 2

1 1 1 1, , , .
1 1 1 1

s s ss s s s
s s s s

ω ω ω ω− − +
= = = =

− − − −
            (11) 

3. 方法构造 

由于柯西奇异积分方程存在奇异性，需将方程(2)转换成等价的积分方程，则(i)通过(3)、(10)和(11)
可得 

 ( ) ( ) ( ) [ ]
2

2
1 2

1 1 , 1,1 .
1

ss x s s x s s
s

ϕ −
= = − ∈ −

−
                     (12) 

将(12)代入方程(2)，有 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 12 2 2
1 1 1

1 d 1 d 1 d .
x t x t x s x s

t t t t t t f s
t s t s t s− − −

−
− = − + − =

− − −∫ ∫ ∫            (13) 

由于
( ) ( )1 2

1
1 d

−
− = −

−
π∫

x s
t t sx s

t s
，消除其奇异性，则方程(13)转换成 

 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 2
1

1 d , 1, 1
−

π
−

− − = ∈ −
−∫

x t x s
t t sx s f s s

t s
                  (14) 

(ii) 同理将 ( ) ( )2 2

1
1

s x s
s

ϕ =
−

代入方程(2)有 

 
( ) ( ) ( ) ( )1

1 2

1 d , 1, 1 .
1−

−
= ∈ −

−−
∫

x t x s
t f s s

t st
                    (15) 

(iii) 同理将 ( ) ( )3
1
1

ss x s
s

ϕ −
=

+
代入方程(2)有 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ]1 12 2

1 1

1 1 d 1 d , 1, 1 .
1 1 1− −

− π 
− − − − = ∈ − 

+ − + + 
∫ ∫

x t x s x t sx s
t t t t f s s

s t s t s
        (16) 

(iv) 同理将 ( ) ( )4
1
1

ss x s
s

ϕ +
=

−
代入方程(2)有 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ )1 12 2

1 1

1 1 d 1 d , 1, 1 .
1 1 1− −

− π 
− + − − = ∈ − 

− − − − 
∫ ∫

x t x s x t sx s
t t t t f s s

s t s t s
        (17) 

综上，此时方程(14)、(15)、(16)和(17)，由于
( ) ( ) ( )x t x s

x s
t s
−

′=
−

，当 t s= 时，原方程的奇异性被消

除。选取配置点 

 ( )21 1 , 0,1, , ,
2ms m m a

a
= − + + =

+
                             (18) 

其中， ms 表示选取 1a + 个根中的第 m 个节点。 
对于方程(14)、(15)、(16)和(17)左端积分项，则选取高斯–切比雪夫求积公式进行离散，即：情况(ii)

选取第一类高斯–切比雪夫求积公式，情况(i)、(iii)、(iv)则选取第二类高斯–切比雪夫求积公式，同时

将(9)和(18)代入方程(14)、(15)、(16)和(17)可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

, ,
, 1,

0 1

, ,
2,

0 1

, , ,
1 1

,

0

(i)  ,

(ii)  ,

1
(iii) 

1 1

= =

= =

= =

=

 −
− π = 

−  
 −

= 
−  

 −
− π− + −

 + +
 
  

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

n N
i q k i q m

k i q m m i m
i k k m

n N
i q k i q m

k i m
i k k m

N Ni q k i q m i q k
k kk kn

m i q mk m k

i m m

y t y s
w y s s x f s

t s

y t y s
w x f s

t s

y t y s y t
w w s y st s t

s s
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

3,

, , ,
1 1

,
4,

0

 ,

1
(iv)  ,

1 1

= =

=

=

 −
− π− + − =

 − −
 
  

∑

∑ ∑
∑

i m

N Ni q k i q m i q k
k kk kn

m i q mk m k
i m

i m m

x f s

y t y s y t
w w s y st s t

x f s
s s

       (19) 
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其中对于(i)、(iii)、(iv)有 

 
2

cos , sin ,
1 1 1

    = =     + + +   

π π π


k k

k kt w
N N N

                        (20) 

对于(ii)有 

 
( )2 1

cos , , 1, 2, , ,
2
− 

= = = 
 

π π
k k

k
t w k N

N N
                       (21) 

其中， kt 表示为 Chebyshev 多项式 NT 的第 k 阶根， kw 为相应权函数。 
计算线性方程组(19)可求得相应的未知系数 , , 0,1, , ; 1, 2,3, 4= =j ix i n j ，再代入式(9)，将所得结果和

式(11)一并代入式(10)，便可得到四种情况下的近似解 nϕ 。 

4. 误差分析 

本节将对上述方法进行误差分析。由于四种情况下证明误差分析的方法是一致的，故对情形(i)给出

证明，对于情形(ii)、情形(iii)和情形(iv)证明一致。 
定理 1. [14]设 g 是 [ ]1 1,1nC + − 上的函数， np 是一个不超过 n 阶的多项式，且为 g 的插值多项式。函

数 g 有 1n + 个节点 [ ]0 1, , , 1,1ns s s ∈ − ，则存在一个数 [ ]1,1sξ ∈ − 有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( 1)0 .

1 !

n
i ni

n s

s s
g s p s g

n
ξ+=

−
− =

+
∏  

设 , 1,2,3,4j g jω = 是方程(2)的精确解， np 为 g 的插值多项式。若 g 足够光滑，可把 g 写成 n ng p R= + ，

这里 nR 是误差函数，即 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )0 1 ( 1) , 1,1 .

1 !
n n

n s s
s s s s s s

R s g
n

ξ ξ+− − −
= ∈ −

+


 

定理 2. 对于情形(i)，设 ( )x s 和 ( )g s 是方程(14)的 q-Bessel 多项式级数解和精确解，则 

( ) ( ) ( )1n s s x sϕ ω= 和 ( ) ( )1 s g sω 是方程(2)的 q-Bessel 多项式级数解和精确解。 ( )nP s 表示 ( )g s 的插值多

项式，且 ( )g s 足够光滑，则 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 ,n ns g s s M R s Mω ϕ− ≤ +  

这里 ( )1 11 1
max

s
s Mω

− ≤ ≤
≤ 和 1, 1, 20

max i ii n
x x M

≤ ≤
− ≤ ，其中 1,ix 是 1,ix 关于基函数的展式。 

证明 基于给定假设，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1, , 1 1, ,
0 0

1 1 1, 1, ,
0

1 1 2 ,
0

,

n n n n

n n n

n n

n i i q i i q
i i

n

n i i i q
i

n

n i q
i

s g s s s g s s p s s p s s

s g s s p s s s p s

s R s s x y s s x y s

s R s s x x y s

M R s M M y s

ω ϕ ω ω ω ϕ

ω ω ϕ ω

ω ω ω

ω ω

= =

=

=

− = − + −

≤ − + −

≤ + −

≤ + −

≤ +

∑ ∑

∑

∑

 

这里 1 1s− < < 。 
同理，对于情形(ii)、情形(iii)和情形(iv)证明类似。 
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5. 数值算例 

例[18]求解如下的第一类柯西奇异积分方程 

 ( ) ( )1

1
d , 1 1,

ϕ
−

= − < <
−∫

t
t f s s

t s
                             (22) 

其中 ( ) 4 3 2 115 2
8

= + + + −f s s s s s 。四种情况下方程(22)的解析解分别如下 

( ) ( ) ( )2 3 2 5 4 3 2

2

1 5 7 1 3 5 7(i) 1 5 , (ii) 5 ,
2 2 2 2 21

ϕ ϕ   = − − + + + = + + − − −   
 −π   π

s s s s s s s s s s s
s

 

( ) ( )4 3 2 4 3 21 1 15 7 1 1 5 7(iii) 6 6 , (iv) 4 .
1 2 2 1 2 2

ϕ ϕ− +   = − + + + + = + − + −   + −   π π
s ss s s s s s s s s s
s s

 

对于方程(22)，首先基于 q-Bessel 多项式构造近似函数，然后对四种情况下的未知函数 ( )sϕ 基于所

构造的近似函数和所对应的权函数进行离散，结合高斯–切比雪夫求积公式对积分项进行近似，取n = 3， 

N = 6，为了计算统一，取
1
2

q = 。此时四种情况下，方程(22)在所对应节点处的准确解、近似解、绝对误 

差以及与文献[18]中的方法作比较的结果见表 1~4。由表中数据可得，该方法具有较小误差，良好的计算

效果。 
 

Table 1. The result of the calculation of Equation (22) in case (i) 
表 1. 方程(22)在情况(i)下的计算结果 

节点 精确解 
文中方法 文献[18] 

绝对误差 近似解 绝对误差 

−0.9 −0.634217 −0.634217 9.410370e−16 4.497e−9 

−0.6 −0.912658 −0.912658 1.567973e−15 2.429e−8 

−0.3 −0.963476 −0.963476 1.390819e−15 1.105e−10 

0.0 −1.11408 −1.11408 1.114084e−15 1.303e−9 

0.3 −1.43535 −1.43535 1.019025e−15 7.120e−10 

0.6 −1.78661 −1.78661 9.674807e−16 2.4470e−8 

0.9 −1.46088 −1.46088 4.985279e−16 1.136e−8 
 

Table 2. The result of the calculation of Equation (22) in case (ii) 
表 2. 方程(22)在情况(ii)下的计算结果 

节点 精确解 
文中方法 文献[18] 

绝对误差 近似解 绝对误差 

−0.9 −0.634217 −0.634217 1.468521e−15 9.001e−7 

−0.6 −0.912658 −0.912658 2.247970e−15 1.382e−7 

−0.3 −0.963476 −0.963476 1.780476e−15 2.289e−7 

0.0 −1.11408 −1.11408 1.114084e−15 2.287e−7 

0.3 −1.43535 −1.43535 3.058442e−16 2.499e−7 

0.6 −1.78661 −1.78661 3.372817e−16 3.1964e−7 

0.9 −1.46088 −1.46088 9.448995e−17 9.580e−7 
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Table 3. The result of the calculation of Equation (22) in case (iii) 
表 3. 方程(22)在情况(iii)下的计算结果 

节点 精确解 
文中方法 文献[18] 

绝对误差 近似解 绝对误差 

−0.9 −0.634217 −0.634217 2.127684e−15 9.949e−9 

−0.6 −0.912658 −0.912658 9.635354e−16 4.933e−8 

−0.3 −0.963476 −0.963476 6.325060e−16 1.892e−9 

0.0 −1.11408 −1.11408 8.175145e−16 9.718e−10 

0.3 −1.43535 −1.43535 1.338474e−15 9.611e−10 

0.6 −1.78661 −1.78661 2.003232e−15 7.964e−7 

0.9 −1.46088 −1.46088 2.591231e−15 1.154e−7 

 
Table 4. The result of the calculation of Equation (22) in case (iv) 
表 4. 方程(22)在情况(iv)下的计算结果 

节点 精确解 
文中方法 文献[18] 

绝对误差 近似解 绝对误差 

−0.9 −0.634217 −0.634217 2.006178e−15 2.594e−8 

−0.6 −0.912658 −0.912658 1.362669e−15 3.486e−7 

−0.3 −0.963476 −0.963476 1.001508e−15 8.386e−9 

0.0 −1.11408 −1.11408 8.175145e−16 7.021e−9 

0.3 −1.43535 −1.43535 7.516857e−16 7.156e−9 

0.6 −1.78661 −1.78661 6.421409e−16 2.385e−8 

0.9 −1.46088 −1.46088 2.077789e−16 1.901e−8 

6. 总结 

在工程问题上，经常会将问题转化成第一类柯西奇异积分方程(即翼型积分方程)的形式，因此学者们

尝试寻求对该方程更简便的求法。本文基于 q-Bessel 多项式构造近似函数，结合相应的权函数分别对四

种情况下的待求函数进行离散，同时采用高斯–切比雪夫求积公式对积分项进行离散，即情况(ii)则采用

第一类高斯–切比雪夫求积公式，情况(i)、(iii)、(iv)则采用第二类高斯–切比雪夫求积公式，最后得到

相应的线性代数方程组。通过计算数值算例验证该方法具有有效性和可行性。 
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