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摘  要 

主要研究了一类分数阶Laplacian方程的径向解问题。在分数阶径向Sobolev空间 ( )s N
rW R,2 中，通过相

关定理获得所取极小化序列的估计，对方程的泛函利用变分法、约束极值获得了解的对称性结果。获得

的结果与经典的p-Laplacian方程以及Schrӧdinger方程一致。 
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Abstract 
This paper mainly studies the radial solution of a class of fractional Laplacian equations. In the 
fractional radial Sobolev space ( )s N

rW R,2 , the estimation of the minimization sequence is ob-
tained by using the correlation theorem, and the symmetry results of the solution are obtained by 
using the variational method and constrained extremum for the functional of the equation. The 
results obtained are consistent with the classical p-Laplacian equation and Schrodinger equation. 
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1. 引言 

本文将研究方程 

( )
( )

1 , ,

, 0,

ps N

s N
r

u u u u u x R

u H R u

− ∆ − ∆ + = ∈


∈ ≠

-
                              (1) 

的径向解，其中
21 , 1 2
2

N sp s
N s
+

< < < <
−

。 

在最近的几十年里，关于分数阶拉普拉斯算子 ( )s u−∆ ， ( )0,1s∈ 的相关研究已经有很多，可见[1] [2] 
[3] [4]。分数阶拉普拉斯算子有关的方程也被应用到很多方面，例如金融模型，生态学，物理模型，图像

加工等等。同时关于该算子的正则性、对称性以及其他性质也被广泛研究。首先回顾一下施瓦茨空间S

的定义，即 NR 上满足急速衰减的C∞ 函数，其范数形式由 

( ) ( ) ( )sup 1 , 0,1, 2, ,
N

N
N

Nx R
p x x N

≤∈

= + ∇ =∑ 

α

α
ϕ ϕ  

产生，其中 ( )NR∈ϕ S 。由[1]可得到分数阶拉普拉斯算子的定义形式，即对于 ( )Nu R∈S ， ( )0,1s∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( )
, 2: . . d ,

N

s
N s N s
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∫  

P.V.代表柯西主值，
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 −∫

ξ
ξ

ξ
，可将其视为常数值。出于对 

算子奇异性的考虑，[1，引理 3.2]通过变量代换给出了算子的等价形式， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 2

21: d , .
2 N

s N
N s N s

R

u x y u x y u x
u x C y x R

y +

+ + − −
−∆ = − ∀ ∈∫  

并且，通过[1]可得傅里叶变换之下的空间 ( ) ( ),2ˆ s N s NH R W R=  

( ) ( ) ( ) ( ) 222ˆ : 1 d ,
N

ss N N

R

H R u L R u
  = ∈ + < +∞ 
  

∫ ξ ξ ξF  

以及在该变换下算子具有等价形式 

( ) ( ) ( )2ˆ ˆ , , 0.
s s Nu u R s−∆ = ∈ >ξ ξ ξ ξ  

其中，对于任意的 ( )NR∈ϕ S ， 

( )
( )2

1( ) e d ,
2 N

i x
N

R

x x− ⋅=
π

∫ ξϕ ξ ϕF  

表示的是ϕ 的 Fourier 变换。 
同时由于[5]的贡献，作者给出对于 ( )0,1s∈ 时的分数阶 Polya-Szegӧ 不等式 
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( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2* d d ,N N

s s

R R
f x x f x x−∆ ≤ −∆∫ ∫  

其中 *f 代表 f 的对称径向递减重排[6]，通过此不等式，[7]得到了问题 

( )
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的径向解。通过约束极值等方法，在[8]中作者得到了方程 
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

∈ ≠

-
 

解的存在性以及对称性质。 
另一方面随着极大值原理、移动平面法的完善和发展，也对研究分数阶拉普拉斯算子的径向解起到

了很大的作用，有兴趣的可参考[9] [10] [11] [12]。在[13]中，作者研究了非局部非线性分数阶 g-Laplacian
算子 

( ) ( ) ( ) ( ) d. . ,
N

s
g s n s

R

u x u y yu x PV g
x y x y +

 −
 −∆
 − − 

∫  

的极大值原理、Liouville 定理以及对称结果，其中 g 是 Young 函数的导数。 
关于分数阶拉普拉斯算子本身在近几年也得到了发展。由[14]，作者提出了 1s = +σ 时 ( )s u−∆ 的相

关问题。由 ( )0,1s∈ 时 ( )s u−∆ 的定义可知，对于 ( )Nu R∈S ，算子 ( ) ( )s u x−∆  ( 1s = +σ )的定义为 
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                            (3) 

此外，作者通过 Fourier 变换得到了 s 为更高阶数时算子 ( )s u−∆ 的等价形式，可见[14，命题 2.1]。
由于问题的需要，这里取命题中的 1m = ，即对于给定的 ( )Nu R∈S ， 1s σ= + ， ( )0,1σ ∈ 时 

( ) ( )s u div u−∆ = − −∆ ∇σ
。 

在得到更高的分数阶Laplacian算子的形式以后，关于该算子对应的问题的径向解便自然而然被提出，

这也正是想要研究的问题。在这篇文章中我们将考虑分数阶 Sobolev 空间 ( ),s p NW R 中的满足径向对称的

空间 ( ),s p N
rW R ，即 ( ) ( ) ( ), ,s p N s N s p N

r rW R H R W R= ⊂ 。 
下面回忆一下分数 Sobolev 空间 ( ),s p NW R  (也记为 ( )s NH R )的定义及其范数形式。基于问题的需要，

这里只出示 2p = 时空间的定义，更普遍的定义形式可以参考[1] [15] [16]。 
0 1s< < 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),2 2 2

2
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W R u L R L R R
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其范数形式为 
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u u x x y
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1s = 时， 

( ) ( ) ( ){ }1,2 2 2: , ,N N NW R u u L R u L R= ∈ ∇ ∈  

其范数形式为 
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1
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2 2d d .N
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u u x u x
 

= + ∇  
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∫ ∫  

1 2s< < 时，记 1s = +σ ，其中 ( )0,1∈σ  

( ) ( ) ( ){ },2 1,2 ,2: : ,s N N NW R u W R u W R= ∈ ∇ ∈α σ  

其范数形式为 

( ) ( ) ( )2 1,2 ,2

1
22 2: .s N N NW R W R W Ru u u = + ∇ 

 
， σ  

记 [ ] ( )
( ) ( )

,2

1
2 2

2 d dNs N N NW R R R

u x u y
u x y

x y +×

 ∇ −∇
 =
 − 
∫∫ σ 。 

无特殊说明外，以下均为1 2s< < 。 
现在根据空间 ( ),2s NW R 的定义以及性质给出在空间 s

rH 下(1)的变分。简单说，主要研究对象就是(1)
所对应的变分的解的存在性和对称性质，主要结果为： 

定理 3.1 当 ( )1, 2s∈ ， ( ) ( )( )1, 2 2p N s N s∈ + − 其中 2N ≥ ，问题(1)存在一个属于 ( )s N
rH R 正且为球

对称的解 u。 
由于极大值原理等定理的缺失，关于此定理的具体证明，将选择继续沿用[8] [17]的办法，即对(1)的

泛函进行条件约束。虽然该定理的证明沿用了[8] [17]的思想，但由于我们研究的是更高阶 ( )1,2s∈ 的算

子 ( )s u−∆ 所对应的方程的径向解，为了能够继续利用 Polya-Szegӧ 不等式等的相关性质，我们将给出

( )1,2s∈ 时算子 ( )s u−∆ 的所需的性质的证明。此外，出于对[8，引理 2.6]相同的考虑，为了证明本文所

定义的空间 ,2s
rW 中的一些估计，由于阶数 s 的提高，命题的证明将重新定义算子 ( )Rw x 来说明极小值集

合的非空，具体证明过程将在引理 2.8 给出。 
本文的结构安排如下： 
在第二部分当中将给出所需要的空间以及与定理 3.1 的证明有关的定理，在第三部分将给出定理 3.1

的证明过程。最后一部分给出总结。 

2. 预备知识 

首先给出在 NR 中 

( ) 1 , 0,ps u u u u u u−−∆ − ∆ + = ≠                               (4) 

的解 ( )s N
ru H R∈ 的定义，其中 1p > 。 
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对任意的 ( )1, 2s∈ ，可测函数 : Nu R R→ 称为是(4)变分问题的解，当 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,
2

1

d d d d
2

d
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∫∫ ∫ ∫

∫
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       (5) 

对任意的 ( )1
0

Nv C R∈ 成立。 
正如前述，为了解决(4)就是在 ( ),2s N

rW R 中寻找与之相关的泛函 J 的临界点， 

( ) [ ] ( )2 2, 1 d d ,
4 2s

r
N N

N
H

R R

C
J u u u x G u xσ= + ∇ −∫ ∫  

其中， ( ) 1 21 1
1 2

pG u u u
p

+= −
+

。因此，以下将研究具有约束的变分问题： 
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  

∫                     (6) 

引理 2.1 ( )1, 2s∈ ， ( )s u−∆ 为(2)所定义的分数阶 Laplacian 算子，则对于任意的 u∈S ， 
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, 2

21 . . d .
2 N

s
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u x C PV y
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∆ + + ∆ − − ∆
−∆ = ∫ σ                  (7) 

证明：事实上，通过变量代换 z y x= − ，则有 
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在上述的最后一个等式中通过 z z= − 可以得到 
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





σ σ  

则对重新定义以后的 ,z z ， 
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因此，重新命名 y，分数阶的拉普拉斯算子(2)则可写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 2

21 . . d .
2 N

s
N s NR

u x y u x y u x
u x C PV y

y +

∆ + + ∆ − − ∆
−∆ = ∫ σ  
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对于
( ) ( ) ( )

2

2
dN NR

u x y u x y u x
y

y +

∆ + + ∆ − − ∆
∫ σ 部分可积性说明： 

因为 u∈S 利用其C∞ 及其快速衰减性可得对 ( )1,2s∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2 2 2

2
,

NL R

N N

u xu x y u x y u x

y y

∞

+ + −

∇ ∆∆ + + ∆ − − ∆
≤σ σ  

因此，对 u∈S ，就不在需要 P.V.，并将其写为(7)。 
命题 2.2 ( )1, 2s∈ ， ( ) ( )2:s Nu L R−∆ →S 为(2)所定义的分数阶的拉普拉斯算子，则对于任意的

u∈S ， 

( ) ( )( )21 , .ss Nu u R−−∆ = ∀ ∈ξ ξF F                            (8) 

证明：通过[14，命题 2.1]， ( )1, 2s∈ 时 ( ) ( )s u div uσ−∆ = − −∆ ∇ ，则 

( )( ) ( )2 , ,s Ndiv u u Rσ ξ ξ− −∆ ∇ = ∀ ∈F F  

即得对 NR∀ ∈ξ ， ( ) ( )( )21 ss u u−−∆ = ξF F 。 
命题 2.3 ( )1, 2s∈ ，则分数阶 Sobolev 空间 ( )s NH R 可等价于 ( )ˆ s NH R 。特别地，对任意的 ( )s Nu H R∈  

[ ] ( ) ( ) 22 21
,2 d ,s N

N

s
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R
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其中 ,NC σ 如(3)所定义。 
证明：对于每一个固定的 Ny R∈ ，通过令 z x y= − ，可以得到 
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由(3)得 
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命题 2.4 ( )1, 2s∈ ， ( )s Nu H R∈ ，则 

[ ] ( ) ( )
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2
2 1 2,2 ,s N

N

s

NH R
L R

u C u−= −∆σ  

其中 ,NC σ 如(3)所定义。 
证明： 
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在介绍下一个引理之前先回顾一下有关知识。如果 : Nu R R→ 是可测函数，则 u 的分布函数[18] [19]
被定义为 

( ) ( ): ,N
u t x R u x t= ∈ >µ  

其中 ⋅ 表示勒贝格测度。并且 uµ 是非增的，右连续的。u 的递减重排为 

( ) ( ){ }* sup 0 : .uu s t t s= ≥ ≥µ  

函数 

( ) ( )# * , ,N N
Nu x u x x R= ∈ω  

被定义为 u 的施瓦茨对称化，它关于原点是球对称的，并且沿 x 递减。此外在[5]，Polya-Szegӧ 不等式

指出对称递减重排函数 f 在 2L 范数下有 

( ) ( )
2 2* d d ,

N NR R

f x x f x x∇ ≤ ∇∫ ∫                               (9) 

成立。其中 *f 表示 f 的径向递减重排。 
引理 2.5 [5，定理 1.1] 0 1s< < . *f 是 f 的径向对称径向递减重排函数，则有 

( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2* d d

N N

s s

R R

f x x f x x−∆ ≤ −∆∫ ∫  

成立。在这个意义上，右边的有限性意味着左边的有限性，并且可以得到径向递减函数以及最佳常数为 1。 
引理 2.6 [17 引理 2.1] 0 1s< < 。假设 ,u v 是 NR 中的可积函数， : Ng R R→ 是非负非减函数，则 

1) ( )( ) ( )( ) ( )( )* #

0

d d d
N NR R

g u x x g u s s g u x x
+∞

= =∫ ∫ ∫ . 

2) 如果 ( )( ), 1p Nu v L R p∈ > ，则 

( ) ( )
# # .p Np N L RL R

u v u v− ≤ −  
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3) 如果 ( )( ), 1s p Nu W R p∈ > ，则 ( )# ,s p Nu W R∈ ，并且 

( ) ( ) ( ) ( )# #

d d d d .
N N N N

p p

n sp n sp
R R R R

u x u y u x u y
x y x y

x y x y+ +
× ×

− −
≤

− −
∫∫ ∫∫  

其中 *u 代表的是 u 的径向对称递减重排。 
注记 2.7 [5]以上说明分数阶 Sobolev 空间 ( )( ), 0 1s p NW R s< < 对称递减重排的非扩张性。 
引理 2.8 [8，引理 2.4]若 u 是 ( )2 NL R 中的非负径向递减函数，则 

( ) ( )2

1
2

2

1

, 0,N

N

L R
N

Nu x x u x−

−

 
≤ ∀ ≠ 
 ω

 

其中 1N −ω 表示的是单位球在 NR 中的勒贝格测度。 
引理 2.9 [8，引理 2.5] , :P Q R R→ 是满足 

( )
( )

0, ,
P t

t
Q t

→ →∞当  

的两个连续函数， : N
nu R R→ 是能够使得 

( )( )sup d ,
N

n
R

Q u x x < +∞∫  

和 

( )( ) ( ) , ,nP u x v x n→ → +∞  

在 NR 上几乎处处成立的可测函数列，则对于任意一个有界的博雷尔集 B，有 

( )( ) ( ) d 0, .n
B

P u x v x x n− → → +∞∫  

进一步，如果假设 

( )
( )

0, 0,
P t

t
Q t

→ →  

及关于 n，有 

( ) 0, ,nu x x→ → +∞  

一致成立，则 ( )nP u 在 ( )1 NL R 内收敛到 v。 
为证明下面的引理，先引入 ( )1

NK R ， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 0 0: , , , , .N N NK R k x R R k x c c x c R c x R= → = + ∈ ∈其中  

引理 2.10 设 , 0R′ >ς ，对 ( ) ( )1
Nk x K R∈ 有 

( )
( )
( ) ( )

, ,
1 , 1 1,

0, 1,
R

k x x R
w x R x k x x R

x R

ς
ς′

′ ≤
 ′ ′= + − < < +
 ′≥ +
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以及对任意固定的常数 0>α ， 

( ), .R R
xw x w′ ′

 =  
 

α α
 

那么对任意的 ( )0,1∈σ ， 

( ) ( ) ( ),2
,, s N

R Rw x w x W R′ ′ ∈α , 

进一步可得 

( ) ( ) ( ),2 , , .s NR W R
w x C N s R′ ′≤ ς  

证明：由于 ( ) ( )1
Nk x K R∈ ，不妨设 ( ) 0 1k x C C x= + ， 0 1,C C 为实数集中的常数。 

首先声明 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

2

1

1

1

2 2 2 2

0 0 \ 0

222 2
0 1 0 1

0 0

2
2 4 42

2
0

d d 1 d

d 1 1 d

d 1 ,
4

N
N R R R

R R

R

R RL R
B B BR

B B

NN

B

w x w x x k x x R x k x x

C C x x C R R C x xk x x

C
C x x R

N

′ ′ ′+

′ ′+

′+

′ ′

+

′= = + + −

′ ′≤ + + + + + −

′≤ ≤ +
+

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

ς ς

ς ς

ς ω
ς

 

其中 ( )2 12C R C′ > ， 02 0C > 。另一方面， 

( ) ( )
1

1 0 1

, ,

1 2 , 1,

0, 1,
R

C x R

w x C R C C x R x R

x R

ς

ς ς ς′

′ ≤


′ ′ ′∇ = + − − < < +
 ′≥ +

 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )

2

1

1

2 2

2 2

0 0 \ 0

22
1 3 1

0

2 2
4

d

d d

2 d

1 .

N
N

R R R

R

R RL R
R

R R
B B B

N
N

B

N
N

w x w x x

w x x w x x

C R C R C x x

C R

ς ω ς ς

ς ω

′ ′ ′+

′+

′ ′

′ ′

+

∇ = ∇

= ∇ + ∇

′ ′≤ + +

′≤ +

∫

∫ ∫

∫

 

其中， 3 4C C， 为实数集中的常数。 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,2

' 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

2
2

2

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \ \ \

d ds N
N N

N
R R R R R R R R R R R R R R

N N N N N
R R R R R R R R R R

R R
R NW R

R R

B B B B B B R B B B B B B B B

B B R B R B B R B B B R B R B

w x w y
w x x y

x y σ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + +

′ ′
′ +

×

× × × × ×

× × × ×

∇ −∇
=   −

= + + + +

+ + + +

∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1\ \ \ \ \ \
2 2 2

: 2 2 2 .

N N
R R R R R R R R R R R RB B B B R B B B B B B B R B

M N L K

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + +× × × ×
= + + +

= + + +

∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫
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从 ( )Rw x 的定义可得： 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )

1

1

1

1

2

2\

2
1 1 0 1

2\

2
1 0 1

2\

2
2

1 2\

2 2
5

d d

1 2
d d

2
d d

2 d d

, .

R R R

R R R

R R R

R R R

R R
NB B B

NB B B

NB B B

NB B B

N

w x w y
M x y

x y

C C R C C y
x y

x y

C R C C y
x y

x y

R y
C x y

x y

C N R

σ

σ

σ

σ

σ

ς ς ς ς

ς ς ς

ς

σ ς

′ ′ ′+

′ ′ ′+

′ ′ ′+

′ ′ ′+

′ ′

+×

+×

+×

+×

−

∇ −∇
=

−

′− + + +
=

−

′− + +
=

−

′ −
≤

−

′≤

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

 

( ) ( )
( )

( )

( )

1

1

2

2\

2
1 2\

2
3 2

\

2 2
6

d d

1 d d

1 d d

, .

N
R R

N
R R

NR R

R R
NB R B

NB R B

N
B R B

N

w x w y
N x y

x y

C x y
x y

C y x
x y

C N R

σ

σ

σ

σ

ς

ς

σ ς

′ ′+

′ ′+

′ ′

′ ′

+×

+×

+

−

∇ −∇
=

−

=
−

 
 ≤
 − 

′≤

∫∫

∫∫

∫ ∫

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

2

2\ \

2
2

1 2\ \

2 22
7

d d

2 d d

, 1 .

R R R R

R R R R

R R
NB B B B

NB B B B

N

w x w y
L x y

x y

x y
C x y

x y

C N R

σ

σ

σ

ς

σ ς

′ ′ ′ ′+ +

′ ′ ′ ′+ +

′ ′

+×

+×

+ −

∇ −∇
=

−

−
=

−

′≤ +

∫∫

∫∫  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

1
1

2

2\ \

2
2

3 2\ \

2
2

3 2\
\

22
9

d d

1
d d

1
d d

, 1 .

N
R R R

N
R R R

N
R

R R

R R
NB B R B

NB B R B

NR B
B B

N

w x w y
K x y

x y

R x
C x y

x y

R x
C y x

x y

C N R

σ

σ

σ

σ

ς

ς

σ ς

′ ′ ′+ +

′ ′ ′+ +

′+
′ ′+

′ ′

+×

+×

+

−

∇ −∇
=

−

′ + −
≤

−

 ′ + −
 ≤
 − 

′≤ +

∫∫

∫∫

∫ ∫

 

综合上述不等式，得 

( ) ( ) ( ),2

2 22 2 2 , , .s NR W R
w x M N L K C N R′ ′= + + + ≤   σ ς  
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注记 2.11 通过引理 2.10，(6)是非空的。事实上，如 ( ) ( ),2s N
Rw x W R′ ∈ ，则 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

'

1

'

1

\

1 2

1 2

\

1 2

1 2

\

d d d d

1 1 d
1 2

1 1 d
1 2

1 1 d
1 2

1 11 1 d
1 2

N R R R R

R

R R

R

R R

R R R R
B B B BR

p
R R

B

p
R R

B B

p

B

p

B B

G w x x G w x x G w x x G w x x

w x w x x
p

w x w x x
p

k x k x x
p

R x k x R x k x x
p

′ ′+ +

′ ′+

′ ′+

′ ′ ′ ′

+
′ ′

+
′ ′

+

+

= = +

 
= − + 

 
+ − + 

 
= − + 

 ′ ′+ + − − + − + 

∫ ∫ ∫ ∫

∫

∫

∫

∫

ς ς

ς ς

 

所以一定存在常数 1 2, 0c c > 使得 

( )( ) ( )1 2 1d max \ .
N

R R R R
R

G w x x c G B c G B B′ ′ ′ ′+≥ −∫ ς  

因此，当 R′充分大时， ( )( )d 0
N

R
R

G w x x′ >∫ 。 

由上述，现在做一个变换 ( ),R R
xw x w′ ′

 =  
 

α α
，并通过对 ( )0,1∈α 的适当选择，能够使得 

( )( ) ( )( ), d d 1.
N N

N
R R

R R

G w x x G w x x′ ′= =∫ ∫α α  

定理 2.12 [15，定理 4.6]若 0 p q r< < < ≤ ∞， 0 1< <λ ，则 ( ) ( ) ( )p r qL L LΩ ∩ Ω ⊂ Ω ，且 
1 ,q p rf f f −≤ λ λ  

其中
1 1
q p r

−
= +
λ λ

。 

3. 主要定理的证明 

定理 3.1 当 ( )1, 2s∈ ， ( ) ( )( )1, 2 2p N s N s∈ + − 其中 2N ≥ ，方程(1)存在一个属于 ( )s N
rH R 正且为球

对称的解 u。 
证明：第一步：极小化序列 nu 。考虑序列{ } ( )s N

n ru H R⊆ ，使其满足 ( )d 1
N

n
R

G u x =∫ 以及 

[ ] ( )

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )2

2 2

2

lim d

inf : , d 1 0.

s N
r

N

Ns N
r

N

n nH Rn
R

s N
n rL RH R

R

u u x

u u u H R G u x

→+∞

 
+ ∇  

 
  = + ∇ ∈ = ≥ 
  

∫

∫
                (10) 

由于讨论空间为 ( )s N
rH R ，因此 nu 在空间 ( )s N

rH R 下的半范数不会超过 nu∇ ，可得{ }*
nu 也是极小化序列。 

不失一般性，假设 nu 是非负的， *
nu 表示 nu 的径向对称递减重排，则 

( ) ( )*d d 1,
N N

n n
R R

G u x G u x= =∫ ∫  

以上过程说明可以选择一组函数序列{ }( )nu n N∈ ，并且 nu 是非负的、球对称的以及在 r x= 方向是
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递减的。 
第二步：对 nu 的先验估计。通过获得 ( )q Nn L Ru 和 ( )s Nn H Ru 的有界性，得到 ( )s N

rn H Ru 的有界性，其中

22
2

Nq
N s

≤ ≤
−

。 

由(10)得 [ ] ( )
2 2 ds N

r
N

n nH R
R

u u x C+ ∇ ≤∫ 。因此以下主要证明 ( )2 Nn L Ru 是有界的。为此，设 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2
1 2 1 2

1 1, , , ,
1 2

p pg t t t g t t G t t G t t
p

− += = = =
+

 

则 
( ) ( ) ( )1 2 ,g t g t g t= −  

以及 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20 0 0
d d d , 0.

z z z
G z g t t g t t g t t G z G z z= = − = − ∀ ≥∫ ∫ ∫                (11) 

因为 ( ) ( )2 2p N s N s< + − ，所以对任意一个 0>ε 存在一个正常数Cε 能够使得 

( ) ( )
2
21 2

N s
N sg t C t g t
+
−≤ +ε ε ，这可以推出 ( ) ( )

2
21 2

N
N sG z C z G z−≤ +ε ε 。取

1
2

=ε ，有 

( ) ( )
2

21 2
1 .
2

N
N sG z C z G z−≤ +                               (12) 

现在由条件 ( )d 1
N

n
R

G u x =∫ 可以得到 

( ) ( )1 2d d 1.
N N

n n
R R

G u x G u x= +∫ ∫                               (13) 

由(12)和(13)得到 

( )
2

22
1 d 1 d .
2 N N

N
N sn n

R R

G u x C u x−+ ≤∫ ∫                             (14) 

现在由[1，推论 2.3，定理 6.5]得 

( ) [ ] ( )
2

2 ,N
N s NN sn nL R H R

u C u− ≤  

其中 C 是不依赖于 n 的常数。因为是极小化序列，可以得到 ( )
2

2
N

NN sn L Ru − 的有界性可以被 [ ] ( )s Nn H R
u 控制，

即可以被 [ ] ( )s N
rn H R

u 控制。另一方面， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2 1 1

1 2

1 d d d d d 1
2

d d d ,

N N N N N

N N N

n n n n n
R R R R R

np
n psn n n

R R R

u x G u x G u x G u x G u x

G u x G u x C u x−

= = − = −

≤ ≤ +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ε ε
 

取
1
4

=ε ，则对 ( )2 Nn L Ru 的估计为 

( ) ( )2 4 d .N
N

np
n psn nL R

R

u C u x C−≤ ≤∫ε  

由 ( )2 Nn L Ru 和 ( )
2

2
N

NN sn L Ru − 的有界性以及定理 2.12 不等式得到 ( )q Nn L Ru C≤ ，其中 
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( )2 2 2q N N s≤ ≤ − 。 

第三步：因为 nu 是 ( )2 NL R 中的非负径向递减函数，通过引理 2.8 得到 

( ) ( )2

1
2

2

1

,N

N

n n L R
N

Nu x x u−

−

 
≤  
 ω

                            (15) 

由于 nu 在 ( )2 NL R 中的有界性，所以在 x → +∞时， ( ) 0nu x → 。如前所证，可以得到 nu 在 ( )s N
rH R

中是有界的，所以 nu 会在 ( )s N
rH R 中弱收敛到 u ，在 NR 上几乎处处收敛到 u ，并且 u 是球对称的在 r

方向是递减的。现在为了应用引理 2.9，定义 

( ) ( ) ( )
2

2 2 1: , : .
N

N sQ t t t P t G t−= + =  

由于 nu 在 ( )2 NL R 和 ( )
2

2
N

NN sL R− 中的有界性，Q 满足 

( )( ) ( ) ( )
22

2d d , ,
N N

N
N s

n n n
R R

Q u x x u x u x x C n N−
 

= + ≤ ∀ ∈ 
 

∫ ∫  

并由 1G 的定义，对于
21,
2

N sp
N s
+ ∈ − 

，可得 

( )
( )

1 0, 0.
G t

t t
Q t

→ → +∞ →当 和  

通过 nu 在 NR 上几乎处处收敛性，得到 ( ) ( )1 1nG u G u→ 。最后通过事实 ( ) 0nu x → ， x → +∞ 以及引理

2.9，可得到当 n → +∞时， 

( )( ) ( )( )1 1d d .
N N

n
R R

G u x x G u x x→∫ ∫  

对(13)使用 Fatou 引理，得 

( )( ) ( )( )1 2d d 1,
N NR R

G u x x G u x x≥ +∫ ∫                            (16) 

也就是 

( )( )d 1,
NR

G u x x ≥∫  

再用一次 Fatou 引理， 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )2

2 22

2 2

2

liminf lim

1lim d
2

inf : , d 1 .

s N s N s N
r r

s N
r

N

Ns N
r

N

n nH R H R H Rn n

n nH Rn
R

s N
n rL RH R

R

u u u

u u x

u u u H R G u x

→+∞ →+∞

→+∞

≤ =

 
≤ + ∇  

 
  = + ∇ ∈ = 
  

∫

∫

              (17) 

为完成证明，下面说明 ( )( )d 1
NR

G u x x >∫ 不成立。假设 ( )( )d 1
NR

G u x x >∫ ，则通过变量代换 

( ) ( )u x u x=α α ，得 

( )( ) ( )( ) ( )d d 1,
N N

N

R R

G u x x G u x x= =∫ ∫α α α α                        (18) 
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( )0,1 .∈α                                       (19) 

且由(17) 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 22 2 inf : , d 1 ,Ns N s Ns N

r rr
N

N N s N
rL RH R H RH R

R

u u u u u H R G u x− −
  = ≤ + ∇ ∈ = 
  

∫σ σ
α α α  

以及(18)，得 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )2 2
2inf : , d 1 .N Ns N s N

r r
N

s N
rL R L RH R H R

R

u u u H R G u x u u
  + ∇ ∈ = ≤ + ∇ 
  

∫ α α  

借助上述最后两个不等式，可得 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

22

22

inf : , d 1

inf : , d 1 ,

Ns N s N
r r

N

Ns N
r

N

s N
rL RH R H R

R

N s N
rL RH R

R

u u u H R G u x C u

u u u H R G u x−

  + ∇ ∈ = ≤ 
  

  ≤ + ∇ ∈ = 
  

∫

∫

α

σα

 

1C > 。由(19)得

 
[ ] ( ) ( ) ( ) ( )2

2inf : , d 1 0,Ns N
r

N

s N
rL RH R

R

u u u H R G u x
  + ∇ ∈ = = 
  

∫  

所以 [ ] ( )
2 0s N

rH R
u =α ， ( )1

Nu K R∈ 与(16)矛盾。 

因此可以得到 ( )d 1
NR

G u x =∫ 和 [ ] ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2inf : , d 1Ns N s N

r r
N

s N
rL RH R H R

R

u u u u H R G u x
  = + ∇ ∈ = 
  

∫ ，也

就是说 u 是问题(6)的极小值。 

4. 总结 

在本文中我们主要解决了一类径向解的问题。随着定义的分数阶 Laplacian算子 ( )s u−∆ 指标的提高，

通过Fourier变换获得了 ( )0,1s∈ 和 ( )1,2s∈ 分数阶Laplacian算子 ( )s u−∆ 之间的关系，进而探究了 ( )1,2s∈
时相关分数阶 Laplacian 算子 ( )s u−∆ 方程的径向解问题。关于更多的径向问题可参考[20] [21]。 
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