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Abstract

In this paper, the authors mainly discuss the boundedness of bilinear C−Z operator T

and its commutator [b1, b2, T ] on generalized Morrey spaces associated with ball Banach

function spaces Mu(X). The authors prove bilinear C − Z operator T is bounded from

product spaces Mu1
(X1)×Mu2

(X2) into spaces Mu(Y ). Further, they also prove that the

commutator [b1, b2, T ] generated by b1, b2 ∈ BMO(X) and T are bounded from product

spaces Mu1
(X1)×Mu2

(X2) into spaces Mu(Y ), where u = u1u2.
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1. Úó

NÚ©Û��êÆ���­�©|,åÐ´d{IêÆ[ Fourier|^n�?ênØïÄ9D

��§�Ú\�.NÚ©ÛÌ�ïÄ¼ê�mÚ�fnØ,Cc5,®¤�y�êÆ�Ø%ïÄ+�

��.

¯¤±�, Hardy-Littlewood4��fM´�Ä��²þ�f,§�±��NõÙ¦È©�

f.� f ´ Rnþ���ÛÜ�È¼ê,K Hardy-Littlewood4��fMf �½Â�:

Mf(x) = sup
x∈B

1

|B|

∫
B

|f(y)|dy, ∀x ∈ Rn, (1)

Ù¥ B(x, r) = y ∈ Rn : |x− y| < r´�¥% x ∈ Rn ,�»� r > 0�m¥.

d	, C − Z ÛÉÈ©�f�´�Å©Û¥�a4Ù­���f, 1975c, CofimanÚMeyerÄ

g0�
õ�5 C − Z È©�f�nØ( [1]).d�,õ�5 C − Z È©�f3�«¼ê�mþk
X2��A^.~X: HuÚMengïá
õ�5 C − Z �f3¦È Hp �mþ�k.5( [2]); LuÚ
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oÈr

Zhu��
õ�5 C −Z �f3C�I Herz-Morrey�mMK̇
α(·),λ
q,p(·) (Rn)þk.( [3]) ±9WangÚ

LiuïÄ
õ�5 C − Z �f3¦È2ÂMorrey�m (Lp(ω), Lq)αþ�k.5( [4]).

,��¡,¥ Banach¼ê�mnØ�É'5. 2017c, Sawano�<1�g��
¥ Banach¼

ê�m�½Â( [5]).§�¹�«¼ê�m,~X: Lebesgue�m, Morrey�m, Orlize�m±9\�

C�I Lebesgue�m�.�
ïÄ��ý� �©�§)�ÛÜ�K5, 1938c, MorreyÄgÚ\

Morrey�m�½Â:éu?¿� f ∈ Lqloc(Rn),K

‖f‖Mp
q

= sup
x∈X,r>0

|B(x, r)|
1
p−

1
q ‖f‖qL(B(x, r)), 1 < q ≤ p ≤ ∞. (2)

3ùp,·��±¦^�
¼ê5O� |B(x, r)|
1
p−

1
q Ú Lq(B(x, r)),��Ù¦�¼ê�m.~X:2

Â Orlicz-Morrey�m,2ÂC�IMorrey�mÚ2Â·ÜMorrey�m( [6–10]).

C5, Ho,K-P ïÄ
ÛÉÈ©�f3 Morrey-Banach �mþ�f.�O( [11])�?Ø
3¥

Banach ¼ê�mþ Erdélyi-Kober©êgÈ©�f��f5�( [12]), ±9�²�¼�
Äu¥

Banach¼ê�mþ�2ÂMorrey�mþ��5 C − Z �f�k.5( [13]).

Éþãéu,�©Ì��Ä
Äu¥ Banach¼ê�mþ�2ÂMorrey�mþ�V�5 C − Z
�f9Ù��f�k.5.

3QãÌ�(J�c,·�k5£��
�©¤I�½Â.

½Â1.1 [5] �� Banach�m X ⊂ M(Rn)¡� Rn þ�¥ Banach¼ê�m,e X ÷v±e

^�:

(1) ‖f‖X = 0 =⇒ f = 0 a.e.,

(2) |g| ≤ |f | a.e. =⇒ ‖g‖X ≤ ‖f‖X ,

(3) 0 ≤ fn ↑ f a.e. =⇒ ‖fn‖X ↑ ‖f‖X ,

(4) B ∈ B =⇒ χB ∈ X,

(5) ∀B ∈ B,∃C(B) > 0,¦�
∫
B
f(x)dx ≤ C(B)‖f‖X ,∀f ∈ X,

ùpM(Rn)L«¤k3 Rnþ� Lebesgue�ÿ¼ê�m, B = {B(x, r) : x ∈ Rn, r > 0}L«
m¥8x.

½Â1.2 [14] éu?¿�¥ Banach¼ê�m X, X �éó�m X ′½Â�:

X ′ := {f ∈M(Rn) : ‖f‖X′ = sup
g∈X,‖g‖X≤1

‖fg‖L1 <∞}. (3)

5P1.3 e X ´¥ Banach¼ê�m,K X ′�´¥ Banach¼ê�m.

½Â1.4 [13] � X ´��¥ Banach ¼ê�m, e u(x, r) : Rn × (0,∞) → (0,∞) ´��

Lebesgue�ÿ¼ê,K�¥ Banach¼ê�m�'é�2ÂMorrey�mMu(X)½Â�:

‖f‖Mu(X) = sup
x∈X,r>0

1

u(x, r)

1

‖χB(x,r)‖X
‖χB(x,r)f‖X <∞, f ∈M(X). (4)
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½Â1.5 [15] éu?¿�¥ Banach¼ê�m X,

(1) e Hardy − Littlewood4��fM 3�m X þk.,KL«� X ∈M,

(2) e Hardy − Littlewood4��fM 3�m X ′þk.,KL«� X ∈M′.

½Â1.6 [16] Ø K(·, ·, ·) ∈ L1
loc(Rn × Rn × Rn \ {(x, x, x) : x ∈ Rn})�¡�V�5 C − Z Ø,

eK ÷v±e^�:

(1) é¤k� (x, y1, y2) ∈ Rn × Rn × Rn� x 6= yi, (j = 1, 2),�3�~ê C,¦�

|K(x, y1, y2)| ≤
C

(|x− y1|+ |x− y2|)2n
; (5)

(2) �3~ê δ > 0Ú C > 0,¦�é¤k x, x′, y1, y2 ∈ Rn� |x− x′| ≤ 1
2

max
j=1,2
{|x− yj |},K

|K(x, y1, y2)−K(x′, y1, y2)| ≤ C
|x− x′|δ

(|x− y1|+ |x− y2|)2n+δ
; (6)

(3) �3~ê δ > 0Ú C > 0,¦�é¤k x, y1, y
′
1, y2 ∈ Rn� |y1 − y′1| ≤ 1

2
max
j=1,2
{|x− yj |},K

|K(x, y1, y2)−K(x, y′1, y2)| ≤ C
|y1 − y′1|δ

(|x− y1|+ |x− y2|)2n+δ
; (7)

(4) �3~ê δ > 0Ú C > 0,¦�é¤k x, y1, y2, y
′
2 ∈ Rn� |y2 − y′2| ≤ 1

2
max
j=1,2
{|x− yj |},K

|K(x, y1, y2)−K(x, y1, y
′
2)| ≤ C

|y2 − y′2|δ

(|x− y1|+ |x− y2|)2n+δ
; (8)

� f1, f2 ∈ L∞C (Rn),V�5�f T ¡�ØK ÷v^� (5), (6), (7)Ú (8)�V�5 C − Z �f,

½Â�:

T (f1, f2)(x) =

∫
Rn

∫
Rn
K(x, y1, y2)f1(y1)f2(y2)dy1dy2, x /∈ (f1)

⋂
(f2), (9)

Ù¥ L∞C (Rn)´¤käk;|8� L∞(Rn)¼ê�m.

½Â1.7 [16] �½ b1, b2 ∈ L1
loc(Rn),Kd b1, b2, T )¤���f [b1, b2, T ]½Â�:

[b1, b2, T ](f1, f2)(x) =

∫
R2n

(
b1(x)− b1(y1)

)(
b2(x)− b2(y2)

)
f1(y1)f2(y2)(

|x− y1|+ |x− y2|
)2n dy1dy2. (10)

2. ý��£

Ún2.1 [17] � X ´��¥ Banach¼ê�m,XJ f ∈ X, g ∈ X ′,K fg´�È�,�∫
Rn
|f(x)g(x)|dx ≤ ‖f‖X‖g‖X′ . (11)
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Ún2.2 [18] � X ´��¥ Banach¼ê�m,K

|B| ≤ ‖χB‖X‖χB‖X′ ≤ C|B|, B ∈ B, (12)

� ω´3 Rn þ����KÛÜ�È¼ê,K\� Hardy�f Hω Ú\�\� Hardy4��f

H∗ω ©O½Â�µ

Hωg(t) :=

∫ ∞
t

g(s)ω(s)ds, 0 < t <∞, g ∈ L1
loc(Rn), (13)

H∗ωg(t) :=

∫ ∞
t

(1 + ln
s

t
)g(s)ω(s)ds, 0 < t <∞, g ∈ L1

loc(Rn), (14)

Ún2.3 [19] �½���K4O¼ê g ∈ (0,∞),KØ�ª

ess sup
t>0

υ2(t)Hωg(t) ≤ Cess sup
t>0

υ1(t)g(t)

¤á,��=� A = sup
t>0

υ2(t)
∫∞
t

ω(s)ds
sup

s<τ<∞
υ1(τ)

<∞, A ∼ C.

Ún2.4 [20] �½���K4O¼ê g ∈ (0,∞),KØ�ª

ess sup
t>0

υ2(t)H
∗
ωg(t) ≤ Cess sup

t>0
υ1(t)g(t)

¤á,��=� A = sup
t>0

υ2(t)
∫∞
t

(1 + ln s
t
) ω(s)ds

sup
s<τ<∞

υ1(τ)
<∞, A ∼ C.

3. �mMu(X)þ�V�5�f T

½n3.1 � X1, X2 Ú Y ´¥ Banach¼ê�m,÷v ‖χB‖Y ′‖χB‖X1
‖χB‖X2

≤ C,Ù¥ Xi ∈
M
⋃
M′, (i = 1, 2).b� T ´d(9)¤½Â�V�5 C − Z �f,e ‖T (f1, f2)‖Y ≤ C‖f1‖X1

‖f2‖X2

¤á.¼ê u1, u2 : Rn × (0,∞)→ (0,∞)�÷v^�

∫ ∞
r

ess inf
t<s<∞

u1(x, s)‖χB(x, s)‖X
‖χB(x, t)‖X

dt

t
≤ Cu2(x, r), u = u1u2, (15)

K�3 C > 0,¦�é¤k� f1 ∈ X1

⋂
Mu1(X1)Ú f2 ∈ X2

⋂
Mu2(X2),k

‖T (f1, f2)‖Mu(Y ) ≤ C‖f1‖Mu1 (X1)
‖f2‖Mu2 (X2)

.

3y²�c,k�Ñ��k^�íØ.

íØ3.2 ÷vÚn 2.3 �^�, � v2(t) = u2(z, t)
−1, v1(t) = u1(z, t)

−1‖χB(z,t)‖−1X , g(t) =

‖χB(z,t)f‖X , ω(t) = t−1‖χB(z,t)‖−1X ,k

sup
z∈X,r>0

u2(z, r)
−1
∫ ∞
r

‖fχB(z,t)‖X‖χB(z,t)‖−1X
dt

t

≤ C sup
z∈X,r>0

u1(z, r)
−1‖χB(z,r)‖−1X ‖fχB(z,t)‖X

= ‖f‖Mu1
(X)
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½n3.1�y² � x ∈ B(z, r) ∈ B,é fi?1Xe©):

fi = f1
i + f∞i = fiχ2B + fiχX\2B, i = 1, 2 (16)

K

‖T (f1, f2)‖Mu(Y ) ≤ ‖T (f1
1 , f

1
2 )‖Mu(Y ) + ‖T (f1

1 , f
∞
2 )‖Mu(Y )

+ ‖T (f∞1 , f1
2 )‖Mu(Y ) + ‖T (f∞1 , f∞2 )‖Mu(Y )

= : D1 + D2 + D3 + D4

k5�O D1,d ‖T (f1, f2)‖Y ≤ C‖f1‖X1
‖f2‖X2

, u = u1u2, ‖χB(z,r)‖Y = ‖χB(z,r)‖X1
‖χB(z,r)‖X2

±

9ª (11),(12)ÚíØ 3.2,��

1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
‖χB(z,r)T (f1

1 , f
1
2 )‖Y

≤ C
1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
‖f1χB(z,2r)‖X1

‖f2χB(z,2r)‖X2

= C
1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
|B(z, r)|‖f1χB(z,2r)‖X1

∫ ∞
2r

dt

t1+n
|B(z, r)|‖f2χB(z,2r)‖X2

∫ ∞
2r

dt

t1+n

≤ C
1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
|B(z, r)|

∫ ∞
2r

‖f1χB(z,t)‖X1

dt

t1+n
|B(z, r)|

∫ ∞
2r

‖f2χB(z,t)‖X2

dt

t1+n

≤ C
1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
‖χB(z,r)‖X1

‖χB(z,r)‖X′
1

∫ ∞
2r

‖f1χB(z,t)‖X1

dt

t1+n

× ‖χB(z,r)‖X2
‖χB(z,r)‖X′

2

∫ ∞
2r

‖f2χB(z,t)‖X2

dt

t1+n

≤ C
1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
‖χB(z,r)‖X1

∫ ∞
2r

‖f1χB(z,t)‖X1
‖χB(z,t)‖X′

1

dt

t1+n

× ‖χB(z,r)‖X2

∫ ∞
2r

‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖X′

2

dt

t1+n

≤ C
1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
‖χB(z,r)‖X1

∫ ∞
2r

‖f1χB(z,t)‖X1
‖χB(z,t)‖−1X1

dt

t

× ‖χB(z,r)‖X2

∫ ∞
2r

‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t

= C
1

u1(z, r)

1

‖χB(z,r)‖X1

‖χB(z,r)‖X1

∫ ∞
2r

‖f1χB(z,t)‖X1
‖χB(z,t)‖−1X1

dt

t

× 1

u2(z, r)

1

‖χB(z,r)‖X2

‖χB(z,r)‖X2

∫ ∞
2r

‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t

≤ C‖f1‖Mu1
(X1)‖f2‖Mu2

(X2),

éþªü>Ó��þ(.,�� D1 ≤ C‖f1‖Mu1 (X1)‖f2‖Mu2 (X2).�
�O D2,Äk�Ä

|T (f1
1 , f

∞
2 )(x)|� x ∈ B(z, r), y ∈ Bc(z, 2r),k 1

2
|z−y| ≤ |x−y| ≤ 3

2
|z−y|,$^ª (5),(9), (11),(12)

Ú Fubini’s½n,k
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|T (f1
1 , f

∞
2 )(x)|

≤ C

∫
2B

∫
X\2B

|f1(y1)f2(y2)|
(|x− y1|+ |x− y2|)2n

dy1dy2

≤ C

∫
2B

|f1(y1)|dy1
∫
X\2B

|f2(y2)|
|x− y2|2n

dy2

≤ C‖f1χB(z,2r)‖X1
‖χB(z,2r)‖X′

1

∫
X\2B

|f2(y2)|
|x− y2|2n

dy2

= C|B(z, r)|‖f1χB(z,2r)‖X1

∫ ∞
2r

dt

t1+n
|B(z, r)|‖χB(z,2r)‖−1X1

∫
X\2B

|f2(y2)|
∫ ∞
|z−y2|

dt

tn+1
dy2

≤ C|B(z, r)|
∫ ∞
2r

‖f1χB(z,t)‖X1

dt

t1+n
|B(z, r)|‖χB(z,2r)‖−1X1

∫ ∞
2r

∫
2r≤|z−y2|<t

|f2(y2)|dy2
dt

tn+1

≤ C‖χB(z,r)‖X1
‖χB(z,r)‖X′

1

∫ ∞
2r

‖f1χB(z,t)‖X1

dt

t1+n
|B(z, r)|‖χB(z,2r)‖−1X1

×
∫ ∞
2r

∫
B(z,t)

|f2(y2)|dy2
dt

tn+1

≤ C‖χB(z,r)‖X1

∫ ∞
2r

‖f1χB(z,t)‖X1
‖χB(z,t)‖−1X1

dt

t
|B(z, r)|‖χB(z,2r)‖−1X1

×
∫ ∞
2r

‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t

≤ Crn
∫ ∞
2r

‖f1χB(z,t)‖X1
‖χB(z,t)‖−1X1

dt

t

∫ ∞
2r

‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t
,

?�Ú,dª (4),íØ 3.2Ú ‖χB(z,r)‖Y = ‖χB(z,r)‖X1
‖χB(z,r)‖X2

,k

D2 = sup
z∈X,r>0

1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
‖T (f1

1 , f
∞
2 )χB(z,r)‖Y

≤ C sup
z∈X,r>0

rn
‖χB(z,r)‖X1

‖χB(z,r)‖X2

‖χB(z,r)‖Y
1

u1(z, r)

∫ ∞
2r

‖f1χB(z,t)‖X1
‖χB(z,t)‖−1X1

dt

t

× 1

u2(z, r)

∫ ∞
2r

‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t

≤ C‖f1‖Mu1 (X1)‖f2‖Mu2 (X2).

aqu D2��O,éN´��

D3 ≤ C‖f1‖Mu1 (X1)‖f2‖Mu2 (X2).

�e5�O D4,$^ª (5),(9),(11),(12)Ú Fubini’s½n,��
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oÈr

|T (f∞1 , f∞2 )|

≤
∫
X\2B

∫
X\2B

|K(x, y1, y2)||f∞1 (y1)||f∞2 (y2)|dy1dy2

≤ C

∫
(X\2B)2n

2∏
i=1

|fi(yi)|
|x− yi|n

dyi

≤ C

∫
(X\2B)2n

2∏
i=1

|fi(yi)|
|z − yi|n

dyi

≤ C
2∏
i=1

∫
X\2B

|fi(yi)|
∫ ∞
|z−yi|

dt

tn+1
dyi

≤ C
2∏
i=1

∫ ∞
2r

∫
2r≤|z−yi|<t

|fi(yi)|dyi
dt

tn+1

≤ C
2∏
i=1

∫ ∞
2r

∫
B(z,t)

|fi(yi)|dyi
dt

tn+1

≤ C

2∏
i=1

∫ ∞
2r

‖fiχB(z,t)‖Xi‖χB(z,t)‖−1Xi
dt

t
,

?
,dª (4)ÚíØ 3.2��

D4 = sup
z∈X,r>0

1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
‖T (f∞1 , f∞2 )χB(z,r)‖Y

≤ C

2∏
i=1

sup
z∈X,r>0

1

ui(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Xi
‖χB(z,r)‖Xi

∫ ∞
2r

‖fiχB(z,t)‖Xi‖χB(z,t)‖−1Xi
dt

t

≤ C‖f1‖Mu1 (X1)‖f2‖Mu2 (X2).

(Ü D1,D2,D3��O,½n 3.1y..

4. �mMu(X)þ�V�5 C-Z�f���f [b1, b2, T ]

3�ÑÌ�½n�c,Äk£��ek.²þ��¼ê�m BMO�½Â(�©z [21]).

½Â4.1 ��ÛÜ�È¼ê f ∈ BMO(X),e f ÷v

‖f‖BMO = sup
B∈Rn

1

|B|

∫
B

|f(y)− fB|dy <∞, (17)

Ù¥ fB = 1
|B|

∫
B
f(y)dy.

54.2 XJ Hardy-Littlewood4��fM 3 X ′þk.,K

‖ · ‖BMO(X) = ‖ · ‖BMO = ‖ · ‖∗

�k

DOI: 10.12677/pm.2023.135121 1164 nØêÆ

https://doi.org/10.12677/pm.2023.135121


oÈr

‖f‖BMO(X) = sup
B∈Rn

‖χB(f − fB)‖X
‖χB(z,r)‖X

. (18)

Ún4.3 [22] � f ∈ BMO(X),Kéu 0 < 2r < t,k

|fB(x,r) − fB(x,t)| ≤ C‖f‖BMO ln
t

r
, ∀x ∈ Rn. (19)

½n4.4 �� X1, X2 Ú Y ´¥ Banach ¼ê�m, ÷v ‖χB‖Y ′‖χB‖X1
‖χB‖X2

≤ C, Ù¥

Xi ∈ M
⋃

M′, (i = 1, 2). b� b1, b2 ∈ BMO(X), KdT Ú b1, b2 )¤�V�5 C-Z �f��

�f [b1, b2, T ] ´d(10)¤½Â, e ‖[b1, b2, T ](f1, f2)‖Y ≤ C‖b1‖∗‖b2‖∗‖f1‖X1
‖f2‖X2

¤á. ¼ê

u1, u2 : Rn × (0,∞)→ (0,∞)�÷v^�

∫ ∞
r

(1 + ln
t

r
)
ess inf

t<s<∞
u1(x, s)‖χB(x, s)‖X
‖χB(x, t)‖X

dt

t
≤ Cu2(x, r), u = u1u2, (20)

K�3 C > 0,¦�é¤k� f1 ∈ X1

⋂
Mu1(X1)Ú f2 ∈ X2

⋂
Mu2(X2),k

‖[b1, b2, T ](f1, f2)‖Mu(Y ) ≤ C‖b1‖∗‖b2‖∗‖f1‖Mu1 (X1)
‖f2‖Mu2 (X2)

.

3y²�c,k�Ñ��k^�íØ.

íØ4.5 ÷vÚn 2.4 �^�, � v2(t) = u2(z, t)
−1, v1(t) = u1(z, t)

−1‖χB(z,t)‖−1X , g(t) =

‖χB(z,t)f‖X , ω(t) = t−1‖χB(z,t)‖−1X ,k

sup
z∈X,r>0

u2(z, r)
−1
∫ ∞
r

(1 + ln
t

r
)‖fχB(z,t)‖X‖χB(z,t)‖−1X

dt

t

≤ C sup
z∈X,r>0

u1(z, r)
−1‖χB(z,r)‖−1X ‖fχB(z,t)‖X

= ‖f‖Mu1 (X).

½n4.4�y² � x ∈ B(z, r) ∈ B,é fi?1Xe©):

fi = f1
i + f∞i = fiχ2B + fiχX\2B, i = 1, 2

K$^ª (4),(10)ÚMonkowskiØ�ª,��

‖[b1, b2, T ](f1, f2)‖Mu(Y ) ≤ ‖[b1, b2, T ](f1
1 , f

1
2 )‖Mu(Y ) + ‖[b1, b2, T ](f1

1 , f
∞
2 )‖Mu(Y )

+ ‖[b1, b2, T ](f∞1 , f1
2 )‖Mu(Y ) + ‖[b1, b2, T ](f∞1 , f∞2 )‖Mu(Y )

= : E1 + E2 + E3 + E4

k5�O E1,d ‖[b1, b2, T ](f1, f2)‖Y ≤ C‖b1‖∗‖b2‖∗‖f1‖X1
‖f2‖X2

, u = u1u2,

‖χB(z,r)‖Y = ‖χB(z,r)‖X1
‖χB(z,r)‖X2

±9ª (11),(12)ÚíØ 3.2,��
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oÈr

1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
‖χB(z,r)[b1, b2, T ](f1

1 , f
1
2 )‖Y

≤ C
1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
‖[b1, b2, T ](f1

1 , f
1
2 )‖Y

≤ C
1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
‖b1‖∗‖b2‖∗‖f1χB(z,2r)‖X1

‖f2χB(z,2r)‖X2

= C‖b1‖∗‖b2‖∗
1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y

2∏
i=1

|B(z, r)|‖fiχB(z,2r)‖Xi
∫ ∞
2r

dt

tn+1

≤ C‖b1‖∗‖b2‖∗
1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y

2∏
i=1

‖χB(z,r)‖Xi‖χB(z,r)‖X′
i

∫ ∞
2r

‖fiχB(z,t)‖Xi
dt

tn+1

≤ C‖b1‖∗‖b2‖∗
1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y

2∏
i=1

‖χB(z,r)‖Xi
∫ ∞
2r

‖fiχB(z,t)‖Xi‖χB(z,t)‖−1Xi
dt

t

= C‖b1‖∗‖b2‖∗
1

u1(z, r)

‖χB(z,r)‖X1

‖χB(z,r)‖X1

∫ ∞
2r

‖f1χB(z,t)‖X1
‖χB(z,t)‖−1X1

dt

t

× 1

u2(z, r)

‖χB(z,r)‖X2

‖χB(z,r)‖X2

∫ ∞
2r

‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t

≤ C‖b1‖∗‖b2‖∗‖f1‖Mu1 (X1)
‖f2‖Mu2 (X2)

,

þªü>Ó��þ(., k E1 ≤ C‖b1‖∗‖b2‖∗‖f1‖Mu1 (X1)
‖f2‖Mu2 (X2)

. �
�O E2, Äk�Ä

|[b1, b1, T ](f1
1 , f

∞
2 )(x)|, éu ∀x ∈ B(z, r), y ∈ Bc(z, 2r), k 1

2
|z − y| ≤ |x − y| ≤ 3

2
|z − y|, dª

(5),(10),(11),(12),(18),(19)Ú Fubini’s½n,��

|[b1, b1, T ](f1
1 , f

∞
2 )(x)|

≤
∫
2B

∫
X\2B

|K(x, y1, y2)||b1(x)− b1(y1)||b2(x)− b1(y2)||f1
1 (y1)||f∞2 (y2)|dy1dy2

≤ C

∫
B(z,2r)

∫
Bc(z,2r)

|b1(x)− b1(y1)||b2(x)− b1(y2)||f1(y1)||f2(y2)|
(|x− y1|+ |x− y2|)2n

dy1dy2

≤ C

∫
B(z,2r)

|b1(x)− b1(y1)||f1(y1)|dy1
∫
Bc(z,2r)

|b2(x)− b1(y2)||f2(y2)|
|x− y2|2n

dy2

≤ C

(
|b1(x)− (b1)B(z,2r)|

∫
B(z,2r)

|f1(y1)|dy1 +

∫
B(z,2r)

|b1(y1)− (b1)B(z,2r)||f1(y1)|dy1
)

×
(
|b2(x)− (b2)B(z,2r)|

∫
Bc(z,2r)

|f2(y2)|
|z − y2|2n

dy2 +

∫
Bc(z,2r)

|b2(y2)− (b2)B(z,2r)||f2(y2)|
|z − y2|2n

dy2

)
≤ C

(
|b1(x)− (b1)B(z,2r)|‖f1χB(z,2r)‖X1

‖χB(z,2r)‖X′
1

+‖f1χB(z,2r)‖X1
‖χB(z,2r)(b1(·)− (b1)B(z,2r))‖X′

1

)
×

(
|b2(x)− (b2)B(z,2r)|

∫
Bc(z,2r)

|f2(y2)|
∫ ∞
|z−y|

dt

tn+1
dy2

+

∫
Bc(z,2r)

|b2(y2)− (b2)B(z,2r)||f2(y2)|
∫ ∞
|z−y|

dt

tn+1
dy2

)
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oÈr

= C

(
|b1(x)− (b1)B(z,2r)|‖f1χB(z,2r)‖X1

‖χB(z,2r)‖X′
1

+‖f1χB(z,2r)‖X1

‖χB(z,2r)(b1(·)− (b1)B(z,2r))‖X′
1

‖χB(z,2r)‖X′
1

‖χB(z,2r)‖X′
1

)
×

(
|b2(x)− (b2)B(z,2r)|

∫ ∞
2r

∫
2r≤|z−y|<t

|f2(y2)|dy2
dt

tn+1

+

∫ ∞
2r

∫
2r≤|z−y|<t

|b2(y2)− (b2)B(z,2r)||f2(y2)dy2|
dt

tn+1

)
≤ C

(
|b1(x)− (b1)B(z,2r)|‖f1χB(z,2r)‖X1

‖χB(z,2r)‖X′
1

+‖f1χB(z,2r)‖X1
‖b1‖∗‖χB(z,2r)‖X′

1

)
×

(
|b2(x)− (b2)B(z,2r)|

∫ ∞
2r

∫
B(z,t)

|f2(y2)|dy2
dt

tn+1

+

∫ ∞
2r

∫
B(z,t)

|b2(y2)− (b2)B(z,2r)||f2(y2)dy2|
dt

tn+1

)
≤ C‖f1χB(z,2r)‖X1

‖χB(z,2r)‖X′
1

(
‖b1‖∗ + |b1(x)− (b1)B(z,2r)|

)
×

(
|b2(x)− (b2)B(z,2r)|

∫ ∞
2r

‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖X′

2

dt

tn+1

+

∫ ∞
2r

∫
B(z,t)

|b2(y2)− (b2)B(z,t)||f2(y2)dy2|
dt

tn+1

+

∫ ∞
2r

∫
B(z,t)

|(b2)B(z,2r) − (b2)B(z,t)||f2(y2)dy2|
dt

tn+1

)
≤ C|B(z, r)|‖f1χB(z,2r)‖X1

∫ ∞
2r

dt

tn+1
|B(z, 2r)|‖χB(z,2r)‖−1X1

(
‖b1‖∗ + |b1(x)− (b1)B(z,2r)|

)
×

(
|b2(x)− (b2)B(z,2r)|

∫ ∞
2r

‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t

+

∫ ∞
2r

‖(b2(·)− (b2)B(z,t))χB(z,t)‖X′
2
‖f2χB(z,t)‖X2

dt

tn+1

+

∫ ∞
2r

|(b2)B(z,2r) − (b2)B(z,t)|‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖X′

2

dt

tn+1

)
≤ C|B(z, r)|

∫ ∞
2r

‖f1χB(z,t)‖X1

dt

tn+1
|B(z, 2r)|‖χB(z,2r)‖−1X1

(
‖b1‖∗ + |b1(x)− (b1)B(z,2r)|

)
×

(
|b2(x)− (b2)B(z,2r)|

∫ ∞
2r

‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t

+

∫ ∞
2r

‖(b2(·)− (b2)B(z,t))χB(z,t)‖X′
2

‖χB(z,t)‖X′
2

‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t

+

∫ ∞
2r

|(b2)B(z,2r) − (b2)B(z,t)|‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t

)

DOI: 10.12677/pm.2023.135121 1167 nØêÆ

https://doi.org/10.12677/pm.2023.135121


oÈr

≤ C‖χB(z,r)‖X1

∫ ∞
2r

‖f1χB(z,t)‖X1
‖χB(z,t)‖X′

1

dt

tn+1
|B(z, 2r)|‖χB(z,2r)‖−1X1

×
(
‖b1‖∗ + |b1(x)− (b1)B(z,2r)|

)
×

(
|b2(x)− (b2)B(z,2r)|

∫ ∞
2r

‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t

+‖b2‖∗
∫ ∞
2r

(1 + ln
t

r
)‖f2χB(z,t)‖X2

‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t

≤ Crn
∫ ∞
2r

‖f1χB(z,t)‖X1
‖χB(z,t)‖−1X1

dt

t

(
‖b1‖∗ + |b1(x)− (b1)B(z,2r)|

)
×

(
|b2(x)− (b2)B(z,2r)|

∫ ∞
2r

‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t

+‖b2‖∗
∫ ∞
2r

(1 + ln
t

r
)‖f2χB(z,t)‖X2

‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t
,

?
,dª (4),(18)ÚíØ 4.5,±9 ‖χB(z,r)‖Y = ‖χB(z,r)‖X1
‖χB(z,r)‖X2

,��

E2 = sup
z∈X,r>0

1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
‖[b1, b2, T ](f1

1 , f
∞
2 )χB(z,r)‖Y

≤ C sup
z∈X,r>0

rn
‖χB(z,r)‖X1

‖χB(z,r)‖X2

‖χB(z,r)‖Y
‖b1‖∗

1

u1(z, r)

∫ ∞
2r

‖f1χB(z,t)‖X1
‖χB(z,t)‖−1X1

dt

t

×
(
‖b2‖∗

1

u2(z, r)

∫ ∞
2r

‖f2χB(z,t)‖X2
‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t

+‖b2‖∗
1

u2(z, r)

∫ ∞
2r

(1 + ln
t

r
)‖f2χB(z,t)‖X2

‖χB(z,t)‖−1X2

dt

t

)
≤ C‖b1‖∗‖b2‖∗‖f1‖Mu1 (X1)

‖f2‖Mu2 (X2)
.

^aqu3 E2�O¥¦^��{,N´��

E3 ≤ C‖b1‖∗‖b2‖∗‖f1‖Mu1 (X1)
‖f2‖Mu2 (X2)

.

���O E4, éu ∀x ∈ B(z, r), y ∈ Bc(z, 2r), �±�� 1
2
|z − y| ≤ |x − y| ≤ 3

2
|z − y|. $^ª

(5),(10),(11),(12),(18),(19),(20)ÚíØ 4.5±9 Fuibin’s½n,k

|[b1, b1, T ](f∞1 , f∞2 )(x)|

≤ C

∫
(X\2B)2

|b1(x)− b1(y1)||b2(x)− b2(y2)||f1(y1)||f2(y2)|
(|x− y1|+ |x− y2|)2n

dy1dy2

≤ C
2∏
i=1

∫
X\2B

|bi(x)− bi(yi)||fi(yi)|
|x− yi|n

dyi

≤ C

2∏
i=1

|bi(x)− (bi)B(z,r)|
∫
X\2B

|fi(yi)|
|z − yi|n

dyi + C
2∏
i=1

∫
X\2B

|bi(yi)− (bi)B(z,r)||fi(yi)|
|z − yi|n

dyi
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oÈr

≤ C
2∏
i=1

|bi(x)− (bi)B(z,r)|
∫
X\2B

|fi(yi)|
∫ ∞
|z−y|

dt

tn+1
dyi

+C
2∏
i=1

∫
X\2B

|bi(yi)− (bi)B(z,r)||fi(yi)|
∫ ∞
|z−y|

dt

tn+1
dyi

= C
2∏
i=1

|bi(x)− (bi)B(z,r)|
∫ ∞
2r

∫
2r≤|z−y|<t

|fi(yi)|dyi
dt

tn+1
dyi

+C
2∏
i=1

∫ ∞
2r

∫
2r≤|z−y|<t

|bi(yi)− (bi)B(z,r)||fi(yi)|dyi
dt

tn+1

≤ C
2∏
i=1

|bi(x)− (bi)B(z,r)|
∫ ∞
2r

∫
B(z,t)

|fi(yi)|dyi
dt

tn+1
dyi

+C
2∏
i=1

∫ ∞
2r

∫
B(z,t)

|bi(yi)− (bi)B(z,r)||fi(yi)|dyi
dt

tn+1

≤ C

2∏
i=1

|bi(x)− (bi)B(z,r)|
∫ ∞
2r

‖fiχB(z,t)‖Xi‖χB(z,t)‖X′
i

dt

tn+1

+C

2∏
i=1

(∫ ∞
2r

∫
B(z,t)

|bi(yi)− (bi)B(z,t)||fi(yi)|dyi
dt

tn+1

+

∫ ∞
2r

∫
B(z,t)

|(bi)B(z,r) − (bi)B(z,t)||fi(yi)|dyi
dt

tn+1

)

≤ C

2∏
i=1

|bi(x)− (bi)B(z,r)|
∫ ∞
2r

‖fiχB(z,t)‖Xi‖χB(z,t)‖−1Xi
dt

t

+C

2∏
i=1

(∫ ∞
2r

‖
(
bi(·)− (bi)B(z,t)

)
χB(z,t)‖X′

i
‖fiχB(z,t)‖Xi

dt

tn+1

+

∫ ∞
2r

|(bi)B(z,r) − (bi)B(z,t)|‖fiχB(z,t)‖Xi‖χB(z,t)‖X′
i

dt

tn+1

)

≤ C
2∏
i=1

|bi(x)− (bi)B(z,r)|
∫ ∞
2r

‖fiχB(z,t)‖Xi‖χB(z,t)‖−1Xi
dt

t

+C

2∏
i=1

(∫ ∞
2r

‖
(
bi(·)− (bi)B(z,t)

)
χB(z,t)‖X′

i

‖χB(z,t)‖X′
i

‖fiχB(z,t)‖Xi‖χB(z,t)‖−1Xi
dt

t

+

∫ ∞
2r

|(bi)B(z,r) − (bi)B(z,t)|‖fiχB(z,t)‖Xi‖χB(z,t)‖−1Xi
dt

t

)

≤ C
2∏
i=1

|bi(x)− (bi)B(z,r)|
∫ ∞
2r

‖fiχB(z,t)‖Xi‖χB(z,t)‖−1Xi
dt

t

+C

2∏
i=1

‖bi‖∗
∫ ∞
2r

(1 + ln
t

r
)‖fiχB(z,t)‖Xi‖χB(z,t)‖−1Xi

dt

t
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oÈr

?�Ú,dª (4),(18)ÚíØ 4.5,��

E4 = sup
z∈X,r>0

1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
‖[b1, b2, T ](f∞1 , f∞2 )χB(z,r)‖Y

≤ C
2∏
i=1

sup
z∈X,r>0

1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
‖
(
bi(x)− (bi)B(z,r)

)
χB(z,r)‖Y

×
∫ ∞
2r

‖fiχB(z,t)‖Xi‖χB(z,t)‖−1Xi
dt

t

+ C
2∏
i=1

sup
z∈X,r>0

1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
‖χB(z,r)‖Y ‖bi‖∗

×
∫ ∞
2r

(1 + ln
t

r
)‖fiχB(z,t)‖Xi‖χB(z,t)‖−1Xi

dt

t

≤ C
2∏
i=1

sup
z∈X,r>0

1

u(z, r)

1

‖χB(z,r)‖Y
‖
(
bi(x)− (bi)B(z,r)

)
χB(z,r)‖Y

‖χB(z,r)‖Y
‖χB(z,r)‖Y

×
∫ ∞
2r

‖fiχB(z,t)‖Xi‖χB(z,t)‖−1Xi
dt

t

+ C

2∏
i=1

‖bi‖∗ sup
z∈X,r>0

1

u(z, r)

∫ ∞
2r

(1 + ln
t

r
)‖fiχB(z,t)‖Xi‖χB(z,t)‖−1Xi

dt

t

≤ C

2∏
i=1

‖bi‖∗‖fi‖Mui
(Xi).

(Ü E1,E2,E3��O,½n 4.4y..
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