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摘  要 

混合变分不等式是一种重要的变分不等式，它与众多经济学、物理学的问题息息相关。研究变分不等式

的一个重要的问题就是变分不等式的解是否存在。本文利用FKKM定理研究了混合变分不等式在各种适

当条件下的解的存在性，给出了几个使得MVI解存在的定理。 
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Abstract 
Mixed variational inequality is an important type of variational inequality that is closely related to 
many problems in economics and physics. An important question in studying variational inequa-
lity is whether the solution of the variational inequality exists. This paper uses the FKKM theorem 
to study the existence of solutions for mixed variational inequality under various appropriate condi-
tions, and provides several theorems that enable the existence of MVI solutions. 
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1. 引言 

众所周知，变分不等式是研究经济、管理和工程中出现的各种网络均衡问题的有用工具[1]-[11]。因

此，它引起了数学、物理学、经济学等领域大量研究人员的广泛关注。最初是 Lescarret [12]和 Browder [13]
结合众多应用考虑带有非线性项的混合变分不等式，混合变分不等式是一般的变分不等式的一个有用且

重要的推广。通常研究变分不等式解的存在性方法有这几种方法：其一，灵活的应用几个经典的大定理，

如 Brower 不动点定理、KKM 定理、Ky Fan 极大极小原理等，这种方法可以看作是经典不动点理论的一

个重要应用；其二，将变分不等式转化为等价的不动点问题，构造迭代算法，然后利用空间的完备性证

明迭代点列收敛到变分不等式的解。常用技巧有投影方法、预解方程和预解算子技巧等。对于这方面的

研究，可以参阅[14] [15]及其参考文献。本文给出了一系列 MVI 和 MMVI 的解的存在性及唯一性的定理，

利用 FKKM 定理我们可以得到只要存在一个点使得 ( ) ( ){ }0 0: , 0x X Tx y x f y f x∈ − + − ≥ 为紧集，MVI
的解就存在。而如果空间为有限维，在有限维的希尔伯特空间中，有界闭和紧等价，而强制性条件往往

可以限制该集合的有界性，此时 MVI 的解就存在。 

2. 准备知识 

定义 1.1 K 为 H 上的一非空闭凸集， ( ]: ,f K → −∞ +∞ 为一真凸下半连续泛函， 
:T H H→ 连续，混合变分不等式(简记为 MVI)为寻找 x K∈ ，使得 

( ) ( ), 0Tx y x f y f x− + − ≥  y K∀ ∈ . 

定义 1.2 设 K 是一线性空间 X 的非空子集，集值映射 : 2XM K → 被称为 KKM 映 
像，如果对于 K 中的任意有限集{ }1 2, , , ny y y 有 

{ } ( )1 2
1

, , ,
n

n i
i

co y y y M y
=

⊆



 

其中 { }1 2, , , nco y y y 表示集合{ }1 2, , , ny y y 的凸包。 
定理 1.1 (FKKM 定理)设 K 是一 Hausdorff 拓扑线性空间 X 的非空凸集， 

: 2XM K → 是闭值的 KKM 映像。如果存在一点 0y K∈ 使得 ( )0M y 为 K 中的紧集，那么 

( )
y K

M y
∈

≠ ∅


 

3. 主要内容 

定理 2.1 在定义 1.1 中定义的 MVI 中，若存在一点 0y K∈ 使得 

( ) ( ){ }0 0: , 0x X Tx y x f y f x∈ − + − ≥  

为 K 中的紧集。则混合变分不等式有解。 
证明：定义一集值映射 : 2XM K → 如下 

( ) ( ) ( ){ }: , 0M y x X Tx y x f y f x= ∈ − + − ≥  

首先证明 ( )M y 为 KKM 映像。若 ( )M y 不为 KKM 映像则存在 0y K∈ ，满足 
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于是对于任意的 1,2, ,i n=  有 

( ) ( ) ( )0 0 0, 0i i i i iTy y y f y f yλ λ λ− + − <  

把 n 个式子求和可以得到 

( ) ( )0 0 0
1 1 1

, 0
n n n

i i i i i
i i i

Ty y y f y f yλ λ λ
= = =

− + − <∑ ∑ ∑  

继而得到 

( ) ( ) ( )0
1 1 1

n n n
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故而矛盾，因此 ( )M y 为 KKM 映像。 
然后我们证明对于任给的 y K∈ 。 ( )M y 为闭集。 ( )y M y∈ 故而 ( )M y ≠ ∅， 
令{ } ( )nx M y⊆ ，且 ( )*

nx x n→ →+∞ 。则有下面这个式子成立 

( ) ( ), 0n n nTx y x f y f x− + − ≥  

对这个式子取下极限，并由 T 的连续性和 f 的下半连续性可以得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )* * *0 liminf , ,n n nn
Tx y x f y f x Tx y x f y f x

→+∞
≤ − + − ≤ − + −  

于是我们知道 ( )*x M y∈ 。故而 ( )M y 为闭集。 
有条件存在一点 0y K∈ 满足 

( ) ( ) ( ){ }0 0 0: , 0M y x X Tx y x f y f x= ∈ − + − ≥  

为 K 中的紧集。故而由 FKKM 定理可知 ( )
y K

M y
∈


非空，故而 MVI 有解。 
推论 2.1 若 H 为紧空间，则 MVI 的解存在。 
证明：由定理 2.1 可知对于任意的 y H∈ ， ( )M y 为 H 的闭子集，故而 ( )M y 为紧集，故而该变分不

等式有解。 
定理 2.2 若 H 为有限维的希尔伯特空间，若满足存在一点 0y K∈ 使得 

( )0,
liminf

x

Tx x y f x
x→+∞

− +
= +∞， ( )0f y ≠ +∞则 MVI 解存在。且解集为有界闭集。 

证明：若 ( )0M y 无界，那么存在一个无界序列{ } ( )0nx M y⊆ ，取一个包含于 

{ } ( )( )0,1
c

nx B 的子序列，不失一般的我们依旧记为{ }nx 。那么对于任意的 n N +∈ ，都有 

( ) ( )0 0, 0n n nTx y x f y f x− + − ≥  

通过变型我们可以得到 

( ) ( )0 0,n n n

n n

Tx x y f x f y
x x

− +
≤  

让 n →+∞，我们可以得到 

( ) ( )0 0,
liminf liminf 0n n n

n n
n n

Tx x y f x f y
x x→+∞ →+∞

− +
+∞ = ≤ ≤  
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矛盾，故而 ( )0M y 有界，由定理 2.1 我们知道 ( )0M y 为闭集，且 H 为有限维的希尔伯特空间，故而

( )0M y 为紧集，由定理 2.1 知混合变分不等式的解存在。 ( )0M y 有界，易知 ( )
y K

M y
∈


有界。故而 MVI
的解集为有界闭集。 

由上面的证明过程易知如下推论 
推论 2.2 若 MVI 的解存在，且满足存在一点 0y K∈ 使得 

( )0,
liminf

x

Tx x y f x
x→+∞

− +
= +∞， ( )0f y ≠ +∞

 

则 MVI 的解集为有界闭集。 
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