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摘  要 

解题是数学学习的一个核心内容和一种最基本的活动形式。罗增儒教授曾指出“数学教育中真正发生数

学的地方都无一例外地有数学解题活动”。因此数学教学应“以解决问题为导向”，解决问题的过程是

学习新知识、发展智力和提高能力的过程，而“一题多解”恰恰是解题教学中最常用、最有效的一种教

学手段与技术。本文针对解题灵活性的要求，通过“自然数的平方和公式推导”的一题多解，完善学生

数学知识框架，提升思维的发散性和系统性。让学生感受到学习数学的乐趣，从而进一步提高学生数形

结合能力以及代数运算的能力以及空间解析能力等，激发学生学习数学的兴趣。 
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Abstract 
Problem solving is a core content and the most basic form of activity in mathematics learning. 
Professor Luo Zengru once pointed out that “all places where mathematics truly occurs in mathe-
matics education have mathematical problem-solving activities”. Therefore, mathematics teaching 
should be “problem-solving oriented”. The process of problem-solving is the process of learning 
new knowledge, developing intelligence, and improving abilities. “Multiple solutions to one prob-
lem” is precisely the most commonly used and effective teaching method and technique in prob-
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lem-solving teaching. In view of the requirement of flexibility in solving problems, this paper im-
proves students’ mathematical knowledge framework, improves their divergent and systematic 
thinking, makes students feel the fun of learning mathematics, and further improves students’ 
ability to combine numbers with shapes, algebraic operations and spatial analysis, and stimulates 
students’ interest in learning mathematics through multiple solutions to one problem of “square 
sum formula derivation of natural numbers”. 
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1. 引言 

美国著名数学教育家、波利亚先生指出：“若一位认真备课的教师能够提出一道有意义但不复杂的

数学问题，那么学生便可以通过这道题，如同通过一扇门，进入一个完整的理论领域，去探究问题的不

同方面。”对于一个数学问题，从不同的角度去思考，总是会有不同的解法，而这些解法也同样能够暴

露出数学知识之间的关联性[1]。因此，在高中数学教学中，应当重视教授解题技巧和方法，以帮助学生

更好地理解所学知识，并将其应用于实际生活中。 

对于“自然数的平方和公式”(即：
( )( )2 2 2 2 1 2 1

1 2 3
6

n n n
n

+ +
+ + + + = )的推导证明，高中课本上仅 

仅给出了数学归纳法的证明方法，导致很多学生对于该公式的本质并没有理解，在解题中只能局限于一

种方法，不能做到科学地归纳和分类，往往以传统的解题思路来做答，无法做到举一反三、触类旁通。 
随着新课程改革的不断深入，这就要求学生不能仅仅局限于用传统方法来解决数学问题，因而为了

提高学生的数学学习效率，必须不断地创新和改革传统的解题方法[2]。本文将分别从代数、高等数学以

及解析几何的角度出发，介绍几种推导自然数平方和公式的方法。 

2. 自然数平方和公式推导 

2.1. 代数方法 

方法一：数学归纳法 
数学归纳法是一种特殊的直接证明的方法，是连接有穷与无穷间的桥梁之一，一些与正整数 n (n 取

无限多个值)有关的数学命题，几乎都可以通过数学归纳法进行证明[3]。在高中阶段就学过数学归纳法，

通过数学归纳法我们证明了等差数列和等比数列的通项公式，其本质是通过经验，观察，推理，验证当

公式对 ( ) ( ), 1 , 2 , ,1n n n− −  ，即 n 取任意数的时候都成立时，则公式成立，证明了公式的正确性和从特

殊性到一般性，蕴含了极限的数学思想。 

通过观察 12，22，32，42的结果，会发现它们均满足
( )( )1 2 1

6
n n n+ +

，这就启发我们利用数学归纳法

对这个命题进行严格证明。 
首先对于前 n 个自然数的平方和，若给出命题： 
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( )( )2 2 2 2 2 1 2 1
1 2 3 4

6
n n n

n
+ +

+ + + + + = ， 

下面用数学归纳法做出证明： 

① 当 1n = 时，上式左边 21 1= = ，右边
1 2 3 1

6
× ×

= = ，左 = 右，命题正确。 

② 假设 ( )n k k N += ∈ 时命题正确，即： 

( )( )2 2 2 2 2 11 2 3 4 1 2 1
6

k k k k+ + + + + = + + ，那么 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )

( )( )( )

( ) ( ) ( )

2 22 2 2 2 2

2

11 2 3 4 1 1 2 1 1
6
1 1 2 1 6 1
6
1 1 2 7 6
6
1 1 2 2 3
6
1 1 1 1 2 1 1
6

k k k k k k

k k k k

k k k

k k k

k k k

+ + + + + + + = + + + +

= + + + +  

= + + +

= + + +

= + + + + +      



 

即当 1n k= + 时命题也成立 
所以原命题对于任意自然数均成立，即 

( )( )2 2 2 2 2 11 2 3 4 1 2 1
6

n n n n+ + + + + = + +  

数学归纳法所蕴含的就是数学思想中的极限思想，通过方法一的学习，可以加深学生从具体到抽象，

由特殊到一般的认识规律的认识，发展学生的逻辑思维能力。 
方法二：组合数累加法 
组合计数是数学中的一个分支，主要研究将多个事物进行组合的方法和技巧[4]。在高中数学数列求

和经常用到组合数累加法，而数列问题大多是与自然数有关，因此不难猜想，累加法同样也可以用于计

算自然数平方的和。在现实生活和学术研究中，组合计数是非常重要的。从 m 个不同元素中取出 n (n ≤ m)
个元素的所有组合的个数，叫做从 m 个不同元素中取出 n 个元素的组合数。 

这里先列出排列组合的主要关系式： 

排列数公式：
( )

!
!

m
n

nA
n m

=
−

 ① 

组合数公式：
( )

!
! !

m
n

nC
m m n

=
−

 ② 

即 m m m
n n nA C A=  ③ m n m

n nC C −=  ④ 1
1

m m m
n n nC C C−

++ =  ⑤ 

上述式中m n< ，其中 ,m n 都是自然数。 
则根据排列数公式，我们可以利用这些公式对 2n 进行适当的分解。易得： 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2
2 3 4 5 1

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 2 2 3 3 4 4 5 1

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

1 2 3 4 1 2 3 4

nA A A A A
n n

n n

n n

++ + + + +

= × + × + × + × + + +

= + + + + + + + + + + + +

= + + + + + + + + + + +







 
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因为 ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 4 5 1 2 2 3 4 5 1n nA A A A A A C C C C C+ ++ + + + + = + + + + +   

根据组合数性质，得 
2 2 2 2 2 3
2 3 4 5 1 2n nC C C C C C+ ++ + + + + =  

所以 

( ) ( )

( )( )

2 2 2 2 2 2 3
2 3 4 5 1 2 2

2 1
2 1

3 2 1
2 1

3

n nA A A A A A C
n n n

n n n

+ ++ + + + + =

+ × + ×
= × ×

× ×
+ +

=



 

根据以上运算，可以得到 

( )
( )( ) ( )

( )( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 4 5 11 2 3 4 1 2 3 4

2 1 1
3 2

1 2 1
6

nn A A A A A n

n n n n n

n n n

++ + + + + = + + + + + − + + + + +

+ + × +
= −

+ +
=

  

 

此外我们还可以利用杨辉三角的规律。 
首先我们先来观察一下如图 1 所示的杨辉三角。我们可以发现每相邻两行的第三个数之和都是自然

数的平方。例如：第 3 行的第三个数为 3，第 4 行的第三个数为 6，则两数之和 9 为即为 32。 
 

 
Figure 1. Pascal’s triangle 
图 1. 杨辉三角 

 
此外组合数有一个重要的性质即 1 1

1
m m m
n n nC C C+ +

++ =  (其中：组合数 m
nC 中当 n m< 时，则 0m

nC = ) 
因此我们可以得到： 

2 2 2
1 21 C C= + ， 2 2 2

2 32 C C= + ， 2 2 2
3 43 C C= + ，， 2 2 2

1n nn C C += +  

则自然数的平方和可用下式表示： 

( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 3 3 4 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 2 3 4 5 1

3 3
1 2

1 2 3 n n

n n

n n

n C C C C C C C C

C C C C C C C C C C

C C

+

+

+ +

+ + + + = + + + + + + + +

= + + + + + + + + + + +

= +

 

   
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( )( ) ( )( )

( )( )

1 1 1 2
6 6

1 2 1
6

n n n n n n

n n n

− + + +
= +

+ +
=

 

组合数中的第二种方法不仅利用了组合数的性质，同时还利用了杨辉三角的特殊规律。使学生的思

维能力以及运算能力都得到了提高，有利于形成和提高分析问题和解决问题的能力。 
方法三：待定系数法 
在解数学问题的过程中，有时候无法直接求出问题的答案，比如因式分解、求函数解析式等，如果

已知所求结果具有某种确定的形式，则可引进一些尚待确定的系数来表示这种结果，即一种数学方法——

待定系数法，建立某种等量关系，从而达到解决问题的目的。其本质是根据恒等条件列出一组含待定系

数的方程，从而解方程或消去待定系数。 
首 先 已 知 自 然 数 的 一 次 方 幂 和 的 结 果 是 一 个 关 于 n 的 二 次 式 ， 其 次 由 不 等 式

3 2
3

2 2 2 21 2 3 4 1
2 2 2
n nn n n > + + + + + > ⋅ > − 

 
 ，因此我们可以猜想自然数的二次方幂和的结果是一个关于

n 的三次式，利用待定系数法求证。 
将数列{ }2n 看成特殊的二阶等差数列。其中二阶等差数列的前 n 项和 2 2 2 21 2 3nS n= + + + + 是关于

n 的三次式。 
设 ( ) 2 2 2 2 3 21 2 3f n n an bn cn d= + + + + = + + +

 (其中 , , ,a b c d 为待定系数) 
令 1, 2,3, 4n = ，代入上式中分别得到： 

1
8 4 2 5
27 9 3 14
64 16 4 30

a b c d
a b c d

a b c d
a b c d

+ + + =
 + + + =
 + + + =
 + + + =

 

解得
1
3

a = ，
1
2

b = ，
1
6

c = ， 0d =  

所以 ( ) ( )( )1 2 1
(

6
n n n

f n
+ +

=  

由此即可证得结论
( )( )2 2 2 2 1 2 1

1 2 3
6n

n n n
S n

+ +
= + + + + =  

该方法相较于数学归纳法，计算量更小，它在知道答案的形式的前提下，将复杂的问题通过引入特

定的系数，转化为较简单的问题。通过这个方法有助于提高学生的解题效率以及准确性。 

2.2. 高等数学方法 

人们常有一种片面的观点认为高等数学知识在中学数学教学中几乎无用[5]。其实高等数学知识在开

阔中学教师的视野、指导中学数学解题等方面有很大的作用．下面就介绍几种应用高等数学的知识来解

决该问题的方法。 
方法一：积分法 
我们先来了解一下积分所体现的思想就是无限求和，并且由于直接求解自然数的平方和较为复杂，

但是我们知道自然数前 n 和为
( )1

2
n n+

，因此这就启发我们利用积分对所求的问题进行转换。通过设

( ) 2f n n= ，则 ( ) 2df n n n C= +∫ ，将求解自然数的平方和转化为求解 
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( )
1

d
n

i
f i n

=
∑∫  

我们可以得出 

( )( )

( )

( )

( )( )

2

1 1

1

1

2

3 2

d

2 d

1
2 d

2

d

3 2

n n

i i

n

i

n

i

f i n C nC

f n nC nC

i n nC nC

n n
n nC nC

n n n nC nC

n n n

i

C

= =

=

=

= − +

 = − + 
 
 = − + 
 

+ 
= ⋅ − + 
 

= + − +

= + +

∑ ∑ ∫

∑∫

∑∫

∫

∫

 

通分得原式
( )23 2 2 3 62 3 6

6 6

n n n Cn n nC + ++ +
= =  

将 1n = ，代入得： 
1

2 22 3 6 1 1
6 i

C i+ +
= = =∑  

解得
1
6

C =  

则原式
( ) ( )( )22 3 1 1 2 1

6 6

n n n n n n+ + + +
= =  

方法二：阿贝尔变换求和法 
阿贝尔变换可以用于求解能分解为数列积的数列的求和中。首先先来介绍阿贝尔(Abel)变换，并利用

该方法来解决自然数的平方和的问题 
令： 

1 1 2 2 3 3
1

n

k k n n
k

S a b a b a b a b a b
=

= = + + + +∑   

1 1 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , n nB b B b b B b b b B b b b b= = + = + + = + + + +   

故 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2 1 3 3 2 1
1

1 2 1 2 3 2 3 4 3 1 1

n

k k n n n
k

n n n n n

S a b a b a B B a B B a B B

a a B a a B a a B a a B a B

−
=

− −

= = + − + − + + −

= − + − + − + + − +

∑ 



 

以上称为阿贝尔(Abel)变换，下面我们求 ( )1 0,m
k
n k m m N
=

> ∈∑  

记 

( ) 1

1
, ,

n
m m m

n k k
k

S k a k b k −

=

= = =∑  
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由阿贝尔(Abel)变换 

( ) ( )
1

1
1 1

n n
m k k

n k k k n n
k k

S a b a a B a B
−

−
= =

= = − +∑ ∑  

其中 

( )1 1 1 1 11 2 ,3 1m m m m m
k kB k S k n− − − − −= + + + + = ≤ ≤

 

故 

( ) ( ) ( )
1

1 1

1

n
m m m

n n k
k

S nS S
−

− −

=

= −∑  

通过以上推导我们可以发现，若低幂次和已知，则我们可以通过上式求出高幂次和。 
构造数列{ }na 为1,2,3 , ,n ， ，数列为{ }nb 为1, 2,3 , ,n ， ， 
易知数列{ }n na b⋅ 的前 n 项和 

1 1 2 2 3 3
1

n

n i i n n
i

S a b a b a b a b a b
=

= = + + + +∑                              ① 

其中令 ib i= ，则
( ) ( )1

1
1,2,3, ,

2i rr
i i i

B b i n
=

+
= = =∑  ， 1i i ia a a+∆ = −  

由 Abel 变换公式得①式可化为 
1

1 1

n n

i i n n i i
i i

a b a B B a
−

= =

= − ∆∑ ∑  

( )

( )

1

1 1

21

1

2 2 1
2

1 1

1
2 2 2

1 1 1
2 2 2 2

n n

n i i
i i

n

i

n n

i i

i i nB B a

n n i in

n n ni i

−

= =

−

=

−

= =

× = − ∆

+  
= × − + 

 
+

= − + −

∑ ∑

∑

∑ ∑

 

化简得 

( )( )2

1

1 2 1
6

n

i

n n n
i

=

+ +
=∑  

方法三：导数法 
导数是高中数学重要的方法之一，是进一步学习高等数学的基础，并且是连接初等数学与高等数学

的重要桥梁，使学生由以往静态、有限的常量数学观点过渡到以变化的、动态的、无限的变量数学观点

来研究问题[6]。利用求导可以将复杂的高幂问题转换成较为简单的低幂问题，因此利用导数解决自然数

平方和的问题可以达到事半功倍的效果。 

令
1

0

1
1

nn
k

k

xx
x

−

=

−
=

−∑ ，等式两端同时对 x 求导后再同乘以 x 得： 

( )
( )

2 1

2
1

1

1

n nn
k

k

nx n x x
kx

x

+ +

=

− + +
=

−
∑  

等式两端再次同时对 x 求导得 
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( ) ( )
( )

22 2 2 1
2 1

3
1

2 2 1 1 1

1

n n nn
k

k

n x n n x n x x
k x

x

+ +
−

=

− + − + + − −
=

−
∑                   ① 

对①式取 x 趋于 1 的极限，得 2 1 2

1 1 1
lim

n n
k

x k k
k x k−

→ = =

=∑ ∑ 。 

则由洛必达法则可得， 

( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

22 2 2 1
2

311

22 1 2 1

21

22 2 1 2

1

23 1 2 2

1

2 2 1 1 1
lim

1

2 2 2 1 1 1 1
lim

3 1

2 1 2 2 1 1 1 1
lim

6 1

2 1 1 2 2 1 1 2 1 1
lim

n n nn

xk

n n n

x

n n n

x

n n n

x

n x n n x n x x
k

x
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即
( )( )2 2 2 2 1 2 1

1 2 3
6

n n n
n

+ +
+ + + + = 。 

2.3. 几何方法 

自然数的平方和有多种证明方法，除了用数学归纳法、待定系数法、积分法等证明方法外，还可以

通过将代数问题转化为几何问题进行证明，数形结合思想是一种至关重要的思想，它将抽象的数与直观

的形结合起来，从而使复杂的问题以一种更加直观的方式呈现出来，起到优化解题过程的作用。 
方法一：面积拼补法 
⻓方形是最简洁、最直观的基本图形。构建基于⻓方形的几何模型，能自然流畅地呈现低阶自然数

和的推理过程[3]。通过单位正方形构造自然数的平方和的几何面积图形，如图中白色部分的阶梯型，将

它补成图 2 的矩形。 
 

 
Figure 2. The rectangle after the cut 
图 2. 割补后的矩形图 

 

由图阶梯型的面积为 2

1

n

k
k

=
∑ ，矩形的面积为

1

n

k
n k

=
∑ 。 
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所补梯形的面积为阴影面积为
1

1 1

n k

k r
r

−

= =
∑∑ 。 

则可以得到所求阶梯型的面积为矩形的面积减去所补梯形的面积即： 
1

2

1 1 1 1

n n n k

k k k r
k n k r

−

= = = =

= −∑ ∑ ∑∑                                  ① 

我们已知自然数的前 n 项和为
( )1

2
n n+ ⋅

，可将①式化简为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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22 2 2

2 2
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k n n n n n
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移项化简可得 

( ) ( )2 2

1

3 1 1 11 1
2 2 2 4

n

k
k n n n n n n
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= + ⋅ ⋅ + − ⋅ −∑  
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k n n n n n n
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∑  

由此推出： 

( )( )2 2 2 2 1 2 1
1 2 3

6
n n n

n
+ +

+ + + + =  

方法二：数阵法 
我们学过幂的定义，即 mn 指 m 个 n 相乘。这启发我们将求解自然数的平方和的问题转化为求一列数

{ }1,2,2,3,3,3, , , , , ,n n n n  和的问题。 
我们可以借助构造如图 3 的三角形数阵来求解上述问题，其中 2k 表示 k 个 k 之和。将求和数摆到三

角形各交点上，摆在第 k 行的 k 个位置上，如图： 
 

 
Figure 3. Triangular array 
图 3. 三角形数阵 
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旋转图 3 三角形数阵得到另两个三角形数阵，如下图 4，每一线段上的数字顺序成等差数列，再重

叠三个数阵。 
 

 
Figure 4. The rotated triangular array 
图 4. 旋转后的三角形数阵 

 
则每一点上的数字和为 2 1n + ，则： 

( ) ( )( )2

1 1

1 2 1
3 2 1

2

n n

k k

n n n
k n k

= =

+ +
= + =∑ ∑  

即： 

( )( )2

1

1 2 1
6

n

k

n n n
k

=

+ +
=∑  

该方法不仅可以使学生进一步理解乘方的运算，同时提高了学生数形结合的能力。 
方法三：堆垛法 
堆垛法也是一种比较直观的几何求和法。堆垛求和法是北宋科学家沈括在观察制酒的过程中发现，

酒商为了方便储存，将酒缸一层层的堆起来，形成了堆垛。怎样用简便的方法计算堆垛中酒缸的总数，

在古代就称为堆垛术[7]。通过对堆垛术本质的分析，实际上它是通过几何代数的变换来研究数列求和问

题的，对级数理论的发展产生了深远的影响[8]。下面利用堆垛法来解决自然数的平方和的问题。 
首先假设单位正方体的体积为 1，那么从立体来看，自然数的平方和就是下面所有方块的体积和：

(图 5) 
 

 
Figure 5. Geometric representation of the square of a natural number 
图 5. 自然数的平方的几何表示 

 
将 n2 看作 n2个单位正方体。从上到下用单位正方体作堆垒，从上到下第 n 层放 n2 个，将它们堆起

来如图 6。 
最下层为第 n 层，第 n 层所堆补的体积为：由长为 n，宽为 1，高为 1n − 的一个长方体与另一个长为

1n − ，宽为 1，高为 1n − 的长方体所组成的几何体的体积。例如第在层的前方添 6 块单位正方体，右方

添 4 块单位正方体。最后将它补成边长为 n 的正方体，则共需个 n3正方体，即总体积为 n3的正方体。 
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Figure 6. Geometric representation of the sum of squares of natural numbers 
图 6. 自然数的平方和的几何表示 

 
其中设所求体积为 V，每层所补几何体的体积为 nV 。 
每层所补几何体的体积分别为： 

( ) ( )( ) 21 1 1 2 3 1nV n n n n n n n= − + − − = − +  

则所补几何体的总体积为： 

( ) ( )2 2

1 1 1 1

1
2 3 1 2 3 2 3

2

n n n n

k
k k k k

n n
V k k k k n V n

= = = =

+
= − + = − + = − ⋅ +∑ ∑ ∑ ∑  

并且整个正方体总体积为所求体积加上所补几何体的总体积，得： 

( )3

1

1
2 3

2

n

k
k

n n
n V V V V n

=

+
= + = + − ⋅ +∑  

移项化简得 

( )3 1
3 3

2
n n

V n n
+

= + ⋅ −  

( )( )3 2 1 2 12 3
6 6

n n nn n nV
+ ++ +

= =  

3. 结语 

数学知识从来都不是独立存在的，同时数学题型灵活多样，解题方法也是千变万化，各个方法之间

都存在着千丝万缕的联系[9]。因此在面对同一道题目的时候就要求学生能够迅速并灵活的迁移知识，其

次要结合学生已有的解题经验，从多个方面寻求解题思路，选择恰当的解题方法来优化解题方案，提升

学生的解题效率。 
本文通过介绍以上的几种方法从不同的视角来解决自然数的平方和这个问题，其目的旨在有效的开
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拓学生的视野和思维能力，一方面提高学生的计算能力和空间解析能力，发展学生的数形结合思想，另

一方面也可以激发学生对数学学习的热情，以及对数学的好奇心，从而提高学生抽象思维能力。 
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