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摘 要

在本文中，我们主要在闭区间上构造了仅有一个无界变差点的连续函数。接着讨论了它的分形维

数，该函数图像的分形维数严格大于其拓扑维数。尽管该连续函数只在零点处不可微，但仍具有

明显的分形特征。
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Abstract

In this paper, we mainly construct a continuous function with only one unbounded
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variable difference on closed intervals. Then we discuss its fractal dimension. The
fractal dimension of the function image is strictly larger than its topological dimension.
Although the given function is only nondifferentiable at the zero point, it still has
obvious fractal characteristics.
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1. 引言

分形，是我们研究复杂函数的重要工具之一，对那些看似杂乱无章实则呈现一定规律的函数

尤为有效 [1]。近年来，对不同类型分形函数的分形维数研究引起了众多学者的广泛关注，其中连
续函数图像的分形维数严格大于其拓扑维数是重要的研究内容之一。Besicovitch 和 Ursell [2] 最早
开始研究分形图像的分形维数，他们从几何的角度出发，研究了 Weierstrass 函数图像分形维数的
下界估计。后来学者们研究了分形插值函数以及自仿射曲线图像的分形维数。Barnsley 于 1986 年
首次提出了分形插值函数的概念，并于 1989 年证明了当

∑
di ≥ 1 且 {(xi, yi)} 不共线时，该函

数图像的盒维数为 s，s 为
∑

|di|as−1
i = 0 的解。阮火军于 2009 年讨论了一般线性分形插值函数

的盒维数，当
∑N

i=1 |di| ≥ 1 且 dimB Γqi = 1 时，该函数图像的盒维数为 D({ai, di}) 或 1，其中

D({ai, di}) 是方程
∑N

i=1 |di|a
s−1
i = 1 的唯一解。详细内容参考文献 [1, 3–5]。此外，文献 [6] 讨论

了闭区间上一维连续函数的分类并证明了所有有界变差连续函数的分形维数均为 1。文献 [7, 8] 构
造出了一些分形维数为 2 的特殊函数。例如 Bush 函数和 Weierstrass 函数都是具有明显分形特征
的连续函数。

我们首先给出连续有界变差函数的定义。若一个连续函数的变差是无界的，则称其为无界变

差连续函数. 令 I 是单位区间 [0, 1]. 其具体定义如下，

定义 1.1. [9] f(x) 是 I 上的一个连续函数，{xi}ni=0 是满足

0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = 1

的任何点列。记

Vf := sup
(x0,x1,…,xn)

n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)|. (1.1)
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若 (1.1) 有限，则称 f(x) 是 I 上的一个连续有界变差函数。

下面我们给出三个简单的例子以作证明。

例 1.2. [10] Bush 函数

令 b 是不小于 3 的正整数。若 x ∈ I，其 b 进分数为

x = 0.x1x2x3 · · ·xn =

∞∑
n=1

xn

bn
, xn ∈ (0, 1, 2, · · · , b− 1).

Bush 函数记为

f(x) =
∞∑

n=1

µn(x)

λn

.

其中 λn ≥ 2 是确定的常数，µ1(x) = 1。

当 xn = xn−1 时，定义 µn(n > 1) = un−1，当 xn ̸= xn−1 时，µn = (1 − λ) = µn−1。当选择

合适的 µn 时，f(x) 在 I 上连续但是几乎处处不可微。文献 [10] 表明 Bush 函数是处处不可微的
连续函数，并且 Bush 函数的盒维数和 Hausdorff 维数都大于 1。

例 1.3. [1] Weierstrass 函数

令 0 < α < 1, λ ≥ 4. Weierstrass 函数定义为

W (x) =

∞∑
j=1

λ−αj sin(λjx).

以及

dimB Γ(W, I) = 2− α.

其中 Weierstrass 函数图像在 I 上的盒维数 [1] 记为 dimB Γ(W, I)。

到目前为止，学者们在研究计算中得出 Weierstrass 函数的盒维数为 2− α [1]。沈维孝 [11] 证
明了当 λ 取整数时，Weierstrass 函数的 Hausdorff 维数等于其盒维数。此外，Weierstrass 函数的
拓扑维数为 1，即 Weierstrass 函数的分形维数严格大于其拓扑维数。Weierstrass 函数在 I 上连续

但处处不可微。从文献 [6] 中我们可以得知，Weierstrass 函数在 I 上的点都是无界变差点，这意

味着 Weierstrass 函数在 I 上是处处无界变差的。

例 1.4. [12] 令 an = n/(n+ 1), bn = (n+ 1)/(n+ 2), cn = 1/(n+ 1) (n ∈ N).
若 x ∈ [an, (bn + an)/2)，

M(x) =

√
4c2n − (bn − an)2

(bn − an)
(x− an);

若 x ∈ [(bn + an)/2, bn)，

M(x) = −
√
4c2n − (bn − an)2

(bn − an)
(x− bn).
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该函数是仅有一个无界变差点的一维连续函数，说明一维连续函数也可以是无界变差的。那

么是否存在仅有一个无界变差点但其分形维数严格大于拓扑维数的一维连续函数呢?

在本文中，我们主要在 I 上构造了仅有一个无界变差点的连续函数，讨论了该连续函数的分

形维数，从而说明该函数的分形维数为非整数维，进一步解释了分形维数的本质。

2. 定义和符号

2.1. 基本符号

当 a, b ∈ R 以及 a < b 时，记

Γ(f, [a, b]) = {(x, f(x)), x ∈ [a, b]}

为 f(x) 在 [a, b] 上的图像。

当 a, b ∈ R ，a < b 时，记 Rf [a, b] 是 f(x) 在 [a, b] 上的最大距离，即

Rf [a, b] = sup
a≤x,y≤b

|f(x)− f(y)|. (2.1)

2.2. 分形维数

为了便于讨论，我们在这里引入 Γ(f, [a, b]) 的盒维数和 Hausdorff 维数的定义。

定义 2.1. [1, 13] 令 f(x) 是 [a, b] 上的连续函数，NδΓ(f, [a, b]) 表示能够覆盖 Γ(f, [a, b]) 直径最大

为 δ 的最小集合数，Γ(f, [a, b]) 的下盒维数定义如下，

dimBΓ(f, [a, b]) = lim
δ→0

logNδΓ(f, [a, b])

− log δ . (2.2)

对应地，Γ(f, [a, b]) 的上盒维数定义如下，

dimBΓ(f, [a, b]) = lim
δ→0

logNδΓ(f, [a, b])

− log δ . (2.3)

如果上盒维数和下盒维数的值相等，则称这个共同的值为 Γ(f, [a, b]) 的盒维数，记为

dimB Γ(f, [a, b]) = lim
δ→0

logNδΓ(f, [a, b])

− log δ . (2.4)

若 U 是 n 维欧式空间 Rn 中任意非空子集，则 U 的直径定义为

|U | = sup{|x− y| : x, y ∈ U}. (2.5)
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即 U 中任意两点距离的最大值。

如果 {Ui}∞i=1 表示可以覆盖 Γ(f, [a, b]) 直径最大为 δ 的可数集合，那么

Γ(f, [a, b]) ⊂
∞∪
i=1

Ui.

其中对于任意的 i ∈ Z+ 都有 0 < |Ui| ≤ δ，我们称 {Ui}∞i=1 是 Γ(f, [a, b]) 的一个 δ-覆盖。设 s ≥ 0，

∀δ > 0 , 定义

Hs
δΓ(f, [a, b]) = inf

{
∞∑
i=1

|Ui|s : {Ui} 是Γ(f, [a, b])的一个δ −覆盖

}
.

记

HsΓ(f, [a, b]) = lim
δ→0

Hs
δΓ(f, [a, b]).

Hs
δΓ(f, [a, b]) 称为 Γ(f, [a, b]) 的 s-维 Hausdorff 测度。Γ(f, [a, b]) 的 Hausdorff 维数定义如下。

定义 2.2. [1, 13] 令 s ≥ 0，f(x) 是 [a, b] 上的连续函数，Γ(f, [a, b]) 的 Hausdorff 维数为

dimH Γ(f, [a, b]) = inf{s : HsΓ(f, [a, b]) = 0} = sup{s : HsΓ(f, [a, b]) = ∞}. (2.6)

3. 主要结果

我们首先构造了仅有一个无界变差点的连续函数，f(x) 在 I 上连续且除零点外处处可微，接

着讨论了该函数的一些具体性质。最后研究了该函数的局部结构以及图的分形维数，函数图像不

可求长，该函数是无界变差函数，f(x) 在 I 上的盒维数为 dimB Γ(f, I) = 4
3
，具有明显的分形特

征。

3.1. 构造函数

令

f(x) = x sin 1

x2
, 0 < x ≤ 1.

则 f(x) 是定义域上的连续函数。因为

lim
x→0+

x sin 1

x2
= 0,

当 x = 0 时，定义 f(x) = 0。

因此，f(x) 是 I 上的连续函数，

f(x) =

x sin 1
x2 , 0 < x ≤ 1,

0, x = 0.
(3.1)
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显然，f(x) 在 I 上一致连续但并不是处处可微的。事实上，f(x) 在 I 上除 0 点外处处可微。

下面我们给出 f(x) 的具体图像。

Figure 1. Image of f(x)
图 1. f(x) 的图像

图 1为 f(x) 在 I 上的图像，说明 f(x) 在 0 点附近不断振荡。f(x) 的图像在 I 上不可求长，

因此 f(x) 的全变差是无穷的。

3.2. 性质

根据（3.1）构造的连续函数 f(x)，我们有以下基本结论。

性质 3.1. 如 (3.1) 所定义的 f(x) 是 I 上的连续函数，f(x) 在 I 上除 0 点外处处可微。

定义 3.1. 令 f(x) 是 [a, b] 上的连续函数，x ∈ [a, b]。

(1) 令 x = a，若存在一个子区间 [a, a′] ⊂ [a, b] (a < a′ ≤ b) ，使得 f(x) 在 [a, a′] 上是有

界变差函数，我们称 a 是 f(x) 的有界变差点。否则，a 是 f(x) 的无界变差点。

(2) 令 x = b，若存在一个子区间 [b′, b] ⊂ [a, b] (a ≤ b′ < b) ，使得 f(x) 在 [b′, b] 上是有界

变差函数，我们称 b 是 f(x) 的有界变差点。否则，b 是 f(x) 的无界变差点。

(3) 令 a < x < b，若存在一个子区间 [a′, b′] ⊂ [a, b] (a ≤ a′ < x < b′ ≤ b) ，使得 f(x) 在

[a′, b′] 上是有界变差函数，我们称 x 是 f(x) 的有界变差点。否则，x 是 f(x) 的无界变差点。

根据定义 3.1，我们可以得到以下结论。

性质 3.2. 如 (3.1) 所定义的 f(x) 是 I 上的连续函数，f(x) 在 I 上仅存在一个无界变差点 0，I

上的其余点都是有界变差点。

证明. 令 x0 ∈ I。由性质 3.1 可知，f(x) 在 x0 ̸= 0 处可微，x0 是 f(x) 在 I 上的有界变差点。
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令

I =

∞∪
n=1

[
1

(2π(n+ 1))
1
2

,
1

(2πn)
1
2

]
∪
[

1

(2π)
1
2

, 1

]
.

由 (2.1) 知，

Rf

[
1

(2π(n+ 1))
1
2

,
1

(2πn)
1
2

]
= 2

(
1

(2π(n+ 1
4
))

1
2

− 1

(2π(n+ 3
4
))

1
2

)
≥ 4

(4π)
1
2

n− 1
2 , ∀n ∈ N.

所以 f(x) 的全变差大于

2

(4π)
1
2

·
∞∑
i=1

n− 1
2 .

又
∞∑

n=1

1

n
1
2

= ∞.

因此 f(x) 在 I 上的全变差为 ∞，故 f(x) 至少含有一个无界变差点 [6]。因为 f(x) 在除 0 点外处

处可微，所以 0 是 f(x) 在 I 上的唯一无界变差点。

由性质 3.2 可知，f(x) 在 I 上并不满足 Lipschitz 条件。但是，对于任意的 x0(0 < x0 < 1)，
显然 f(x) 在 [x0, 1] 上满足 Lipschitz 条件。事实上，我们可以得到更为一般的结论。

性质 3.3. 根据 (3.1) 所定义的函数，f(x) 在 I 上满足 1
3
阶的 Hölder 条件。

证明. 令 0 < x < x+ h ≤ 1。一方面，

|f(x+ h)− f(x)| =
∣∣∣∣(x+ h) sin 1

(x+ h)2
− x sin 1

x2

∣∣∣∣
≤(x+ h).

若 0 = x < x+ h ≤ 1，|f(x+ h)− f(x)| ≤ (x+ h) 显然成立。那么 ∀ 0 ≤ x < x+ h ≤ 1,

|f(x+ h)− f(x)| ≤ (x+ h). (3.2)

另一方面，由微分中值定理可知，

|f(x+ h)− f(x)| =|f ′(ξ)| · h

=

∣∣∣∣sin 1

ξ2
− 2ξ−2 cos 1

ξ2

∣∣∣∣ · h
≤2ξ−2h

≤2x−2h.

当 0 < x < x+ h ≤ 1 时，ξ 为固定值并且 ξ ∈ [x, x+ h]，那么，

|f(x+ h)− f(x)| ≤ 2x−2h. (3.3)
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若 x3 ≤ h，由 (3.2) 知，
|f(x+ h)− f(x)| ≤ (h

1
3 + h) ≤ 2h

1
3 . (3.4)

若 x3 > h，由 (3.3) 知，
|f(x+ h)− f(x)| ≤ 2h− 2

3h = 2h
1
3 . (3.5)

结合 (3.4) 和 (3.5)
|f(x+ h)− f(x)| ≤ 2h

1
3 . (3.6)

对于 ∀0 < x < x+ h ≤ 1，(3.6) 表明 f(x) 在 I 上满足 1
3
阶的 Hölder 条件。

性质 3.3 表明 f(x) 是 I 上满足 Hölder 条件的连续函数。

3.3. 分形维数

上一节我们研究了 f(x) 的基本性质。本节我们主要研究 f(x) 在 I 上的分形维数。

引理 3.1. [1]令 f(x)是 I 上的连续函数，0 < δ < 1. 令 m是大于等于 δ−1 的最小整数，NδΓ(f, I)

表示可以覆盖 Γ(f, I) 直径不超过 δ 的最小集合数。那么，

m−1∑
i=0

max
{
Rf [iδ, (i+ 1)δ]

δ
, 1

}
≤ NδΓ(f, I) ≤ 2m+ δ−1

m−1∑
i=0

Rf [iδ, (i+ 1)δ].

定理 3.1. 令 f(x) 如 (3.1) 所定义，那么

dimB Γ(f, I) =
4

3
.

证明. 令 k ∈ Z+，

I =

[
0,

1

(2π(k + 1))
1
2

]
∪

k∪
i=1

Ii ∪
[

1

(2π)
1
2

, 1

]
.

其中，

Ii =

[
1

(2π(i+ 1))
1
2

,
1

(2πi)
1
2

]
, 1 ≤ i ≤ k.

因为 1 ≤ i ≤ k，由 (2.1) 可知，

Rf (Ii) = 2

[
1

(2π(i+ 1
4
))

1
2

− 1

(2π(i+ 3
4
))

1
2

]
≤ 4

(2π)
1
2

i−
1
2 . (3.7)

又

Rf (Ii) ≥
4

(4π)
1
2

i−
1
2 . (3.8)
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选取 |Ik+1| ≤ δ ≤ |Ik|，因此

|Ik| =
1

(2πk)
1
2

− 1

(2π(k + 1))
1
2

≤ 1

2(2π)
1
2

k− 3
2 (3.9)

以及

|Ik+1| =
1

(2π(k + 1))
1
2

− 1

(2π(k + 2))
1
2

≥ 1

2(4π)
1
2

k− 3
2 , k ≥ 2. (3.10)

一方面，由引理 3.1 中的 (3.10) 可知，与 I1 相交的 δ− 网格数至多为

N1 ≤

[(
1

(2π(k + 7
4
))

1
2

+
1

(2π(k + 5
4
))

1
2

)
1

δ
+ 2

]
·
[(

1

(2π(k + 1))
1
2

)
1

δ
+ 2

]

≤
(
2

5
2 2(π)(

1
2−

1
2 )k
)
·
(
2

3
2 k
)

≤16k2.

对于 Ii(1 ≤ i ≤ k)，与所有 Ii 相交的 δ− 网格数至多为

N2 ≤
k∑

i=1

[(
Rf (Ii)

δ

)
+ 2

]
·
(
|Ii|
δ

+ 2

)

≤
k∑

i=1

[(
4

(2π)
1
2

i−
1
2 · 2(4π) 1

2 k
3
2

)
+ 2

]
·
(

1

2(2π)
1
2

i−
3
2 · 2(4π) 1

2 k
3
2 + 2

)

≤C1k
3

k∑
i=1

i−1

≤C1k
2.

其中 C1 是正常数。

由定义 2.1 中的 (2.2) 和引理 3.1 可知，

dimBΓ

(
f,

[
0,

1

(2π)
1
2

])
=lim

δ→0

log (N1 +N2)

− log δ

≤lim
δ→0

log (16 + C1) + log k2

log 1
δ

=lim
δ→0

2 log k
log 1

δ

≤lim
δ→0

2 log 1
δ

3
2

log 1
δ

=
4

3
.
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又因为，

dimB Γ

(
f,

[
1

(2π)
1
2

, 1

])
= 1.

由上盒维数的可数稳定性可知 [1]，

dimBΓ(f, I) ≤
4

3
. (3.11)

另一方面，与所有 Ii 相交的 δ− 网格数至少为

N3 ≥
k∑

i=1

Rf (Ii)

δ
· |Ii|

δ

≥
k∑

i=1

(
4

(4π)
1
2

i−
1
2 · 2(2π) 1

2 k
3
2

)
·
(

1

4(2π)
1
2

i−
1
2−1 · 2(2π) 1

2 k
3
2

)

≥C2k
3

k∑
i=1

i−1

≥C2k
2.

其中 C2 是正常数。

通过定义 2.1 中的 (2.3) 和引理 3.1 可知，

dimBΓ(f, I) ≥ lim
δ→0

log (N3)

− log δ ≥ lim
δ→0

logC2 + log k2

log 1
δ

= lim
δ→0

2 log k
log 1

δ

≥ lim
δ→0

2 log 1
δ(

3
2

)
log 1

δ

=
4

3
.

联合 (3.11)，

dimB Γ(f, I) =
4

3
.

因为 f(x) 的上、下盒维数相等，所以 f(x) 在 I 上的盒维数存在，并且为 4
3
。f(x) 在 I 上的

盒维数严格大于 1，尽管 f(x) 在 I 上仅有一个无界变差点，但是仍有明显的分形特征。

接下来我们讨论 Γ(f, I) 的 Hausdorff 维数。

定理 3.2. 令 f(x) 如 (3.1) 所定义，那么

dimH Γ(f, I) = 1.
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证明. 由定义 2.2，我们可以得到
dimH Γ(f, I) ≥ 1. (3.12)

要证明 dimH Γ(f, I) = 1，我们只需证

dimH Γ(f, I) ≤ 1. (3.13)

令

I =

∞∪
i=1

Ii ∪
[

1

(2π)
1
2

, 1

]
.

其中，

Ii =

[
1

(2π(i+ 1))
1
2

,
1

(2πi)
1
2

]
.

因为 f(x) 在

[
1

(2π)
1
2
, 1

]
上处处可微，显然

dimH Γ

(
f,

[
1

(2π)
1
2

, 1

])
= 1.

对于任意 i ∈ Z+，由定理 3.1 可知 f(x) 在 Ii 上为有界变差，那么

dimH Γ(f, Ii) = 1, ∀i ∈ N.

因为

[
1

(2π)
1
b
, 1

]
, I1, I2, · · · , In, · · · 都是可数集，故

dimH Γ(f, I) = max
{

sup
i≥1

{dimH Γ(f, Ii)}, dimH Γ

(
f,

[
1

(2π)
1
b

, 1

])}
= 1.

从而

dimH Γ(f, I) ≤ 1.

综上所述，

dimH Γ(f, I) = 1.

通过讨论可知 Γ(f, I) 在 I 上的 Hausdorff 维数为 1，严格小于在 I 上的盒维数。

4. 数值结果

为验证文中方法的准确性，下面采用 MATLAB 软件对这一函数进行模拟仿真。我们首先对
函数图像进行预处理，将图像数据转化为灰度图像，进而得到八阶灰度的二维矩阵，随后将灰度

图像进一步转化成二值图像，得到数值型数据。(图 2，图 3)
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Figure 2. Grayscale image of f(x)
图 2. f(x) 的灰度图

Figure 3. Reversal binary graph of f(x)
图 3. f(x) 的反转二值图
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最后我们得到 f(x) 图像盒维数，结果如下：(图 4)

Figure 4. Box dimension of f(x)
图 4. f(x) 的盒维数

由 MATLAB 程序知 f(x) 图像盒维数的数值结果为 dimB Γ(f, I) = 1.2982.

5. 结论

本文主要构造了一类具有单个无界变差点的连续函数，

f(x) =

x sin 1
x2 , 0 < x ≤ 1,

0, x = 0.

dimB Γ(f, I) = 4
3
，dimH Γ(f, I) = 1。f(x) 具有不同的盒维数和 Hausdorff 维数，这表明盒维数和

Hausdorff 维数对函数图像具有不同尺度的刻画。我们发现，即使连续函数仅仅包含一个无界变差
点，其分形维数可能仍然大于其拓扑维数。这一无界变差点使函数在其附近的局部位置产生了分

形结构。

事实上，我们还可以进一步研究具有可数个无界变差点一般连续函数图像的分形维数及分形

特征。是否可以构造具有无界变差点的二维连续函数也可以进一步探索。
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