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摘  要 

设 ( )D G 和 ( )A G 分别是图G的度矩阵和邻接矩阵，则 ( ) ( ) ( )Q G D G A G= + 就是G的无符号拉普拉斯矩阵。

让 nU 3 是把 n 3− 条悬挂边粘到3圈C3 上的一点后得到的单圈图， nθ
∗ 是把 n 4− 条悬挂边粘到 ( )2,1,2θ 的

一个三度点得到的双圈图。在这篇文章里我们证明了，取得最大无符号拉普拉斯谱半径的单圈图和双圈

图分别是 nU 3 和 nθ
∗ 。 
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Abstract 
Let ( )D G  and ( )A G  be degree matrix and adjacency matrix of graph G, respectively. Then the 

signless Laplacian matrix is defined as ( ) ( ) ( )Q G D G A G= + . Let nU 3  be the unicyclic graph ob-

tained by attaching n 3−  pendent edges to a vertex on C3 , and nθ
∗  be the bicyclic graph ob-

tained by attaching n 4−  pendent edges to a vertex of degree 3 on ( )2,1,2θ . In this paper we 
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show that the maximum signless Laplacian spectral radii are achieved uniquely by nU 3  and nθ
∗  

among all complements of unicyclic graphs and bicyclic graphs of order n, respectively. 
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1. 引言 

设图 ( ) ( )( ),G V G E G= 是一个 n 个点的简单连通图，其边集为 ( )E G ，点集 ( ) { }1 2, , , nV G v v v=  。若

两条边存在一个公共端点，则称这两条边是相邻的。图 G 中与点 iv 相关联的边的数目称为点 iv 的度，记

作 ( )id v 。 ( ) ( )ijA G a= 表示图G的邻接矩阵，它是一个n阶的 ( )0,1 方阵，其中点 iv 和点 jv 相邻接时， 1ija = ，

否则 0ija = 。 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , nD G diag d v d v d v=  为图 G 的度对角矩阵， ( ) ( ) ( )Q G D G A G= + 称为图 G
的无符号拉普拉斯矩阵。因为 ( ) ( )D G A G+ 为非负的实对称矩阵，所以它的特征值为实数。不失一般性，

按照它们从大到小的顺序进行排序为： 

( ) ( ) ( )1 2 nq G q G q G≥ ≥ ≥  

其中最大的特征值 ( )1q G 为图 G 的无符号拉普拉斯谱半径，简记作 ( )q G 。 
近年来，由于发现图的无符号拉普拉斯谱与图的某些不变量之间有着密切的联系，越来越多的学者

对此进行了研究，当图是二部图时，拉普拉斯矩阵和无符号拉普拉斯矩阵有相同的谱，从而无符号拉普

拉斯谱半径的研究是非常有价值的。T. Chang 和 B. Tam [1]刻画了具有最大无符号拉普拉斯谱半径的极图。

Y. Huang 等[2]确定了带有给定度序列的双圈图在取得最大无符号拉普拉斯谱半径的极图。关于这个问题

有专门的研究报告[3]。一些学者认为，与拉普拉斯谱和邻接谱相比，无符号拉普拉斯谱在研究图性质方

面更方便[4]。 
边数等于点数的连通图是单圈图，边数等于点数加一的连通图是双圈图。令 nC 和 np 分别表示 n 个

点的圈和路，我们定义图 ( ), ,b p l q 是由两个点不交的圈 pC ， qC 和一条路 lP 组成的图形，其中 lP 的两个

端点分别和 pC ， qC 有一个公共点，而当 pC 和 qC 有唯一的公共点时，我们记这个图形为 ( ),0,b p q 。图

( ), ,b p l q 和 ( ),0,b p q 统称为 b 图。定义图 ( ), ,p l qθ  (也简称θ 图)为给定两个点中间连接有三条路 1pP + ，

1lP+ 和 1qP + ，其中这三条路两两之间除了两个给定的点外没有公共点。我们把 ( ), ,b p l q 和 ( ),0,b p q 粘上一

些树构成的图形记作 nB ，把 ( ), ,p l qθ 粘上一些树构成的图形记作 ( ), ,p l qΘ 。显然，所有 n 个点的双圈图

由 nB 和 nΘ 组成。 
设 3

nU 是将 3n − 悬挂边粘到三长圈 3C 的一个点上得到的，设 nθ
∗是将 4n − 条悬挂边粘到 ( )2,1,2θ 的一

个三度点得到的双圈图。本文我们证明了，n 个点的单圈图的补图的最大无符号拉普拉斯谱半径只在 3
nU

取到，n 个点的双圈图的补图的最大无符号拉普拉斯谱谱半径只在 nθ
∗ 取到。 

2. 主要结果 

下面的定理在矩阵的研究中起到了非常重要的作用。 
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非负矩阵的 Perron-Frobenius 定理[5]：如果 M 是一个 n n× 阶的非负不可约矩阵，那么有以下结论成

立： 
1) 若 ( )Mρ 是矩阵 A 的最大特征值，则 ( ) 0Mρ ≥ ； 
2) ( )Mρ 是矩阵 A 的单重根； 
3) M 有对应于特征值 ( )Mρ 的一个正的特征向量，使得 ( )Mx M xρ= 。 
众所周知图 G 是连通图的充分必要条件是图 G 对应的邻接矩阵是不可约的。 
假设 M 是一个 n 阶的实对称矩阵， ( )Mρ 是它的最大特征值，x 是一个 n 维的正单位向量。如果

( ) TM x Mxρ = 成立，则有 ( )Mx M xρ= 。 
设图 G 与其补图G 都是连通的，接下来我们将 ( )Q G 的对应于 ( )Gµ 的特征向量用 

( ) ( ) ( ){ }T
|vG G vx Gx V= ∈ 表示，其中 ( )vx G 对应点 v。 

引理 2.1 假设 u 和 v 是图 G 的两个不同的点，{ } ( ) ( )| 1,2, , \i G Gv i s N v N u= ⊆ ，其中 ( )GN v 表示点

v 的邻点集，令 1 1i ii s i sG G v v v u∗
≤ ≤ ≤ ≤

= − +∑ ∑ 。如果 ( ) ( )u vx G x G≤ 成立，那么 ( ) ( )q G q G∗< 。 
证明：由定义显然有  

( ) ( ) ( ) ( )1Q G n I D G J I A G= − − + − −  

和  

( ) ( ) ( ) ( )1Q G n I D G J I A G∗ ∗ ∗= − − + − −  

成立，其中 I 和 J 分别是单位矩阵和全一矩阵。为方便起见我们令 ( )x x G= ， ( )v vx x G= 。 
则有  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

T T T

2 2

1

1

2

2 0

i

i

s

u v u v v
i

s

u v v u v
i

x Q G Q G x x D G D G x x A G A G x

s x x x x x

x x s x x x

∗ ∗ ∗

=

=

− = − + −

= − + −

 = − + + ≤ 
 

∑

∑

 

从而我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )T T T

1
max

y
q G Q Gx x Q G y Q G y q Gx x∗ ∗ ∗

=
= ≤ ≤ =                  (1) 

如果 ( ) ( )q G q G∗= ，那么由(1)式可得 ( ) ( ) ( ) ( )T Tx x xq G Q G Q G q Gx∗ ∗= = = 。从而有 

( ) ( ) xG GxQ q∗ ∗= 和 ( ) ( )Q G x xq G= 成立，进而有 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ii Gv vG v N vv
q G Q G d vx x x

∈
= = +∑ 和 

( ) ( ) ( ) ( ) 1i i ii i GG

s
v v v vv N v v N v iG

q G d vx x x x∗
∗

∗
∈ ∈ =

= = + +∑ ∑ ∑ 。因为 ( ) ( )q G q G∗= ，所以 1 0
i

s
vi x

=
<∑ 。这与 x 是 

正向量矛盾，因此在这个定理中 ( )q G 严格小于 ( )q G∗ 。□ 
引理 2.2 设图 G 和G 都是连通的，uv 是图 G 的一条非悬挂的割边，图 G 压缩边 uv 为一个点 w 并给

w 带一条悬挂边得到的图形记作G∗，如图 1 所示。则有 ( ) ( )q G q G∗< 成立。 
 

 
Figure 1. G and G* 
图 1. G 和 G* 
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证明：令 ( ) { } ( ) { }1 \ \G Gz N v u z N v uG G vz uz
∈ ∈

= − +∑ ∑  ( ) { } ( ) { }2 \ \G Gz N u v z N u vG G uz vz
∈ ∈

= − +∑ ∑ 。则容易看出 1G
和 2G 都和 G∗ 同构。因此无论是 ( ) ( )v ux G Gx≥ 还是 ( ) ( )u vx G Gx≥ ，由引理 2.1 我们都可以得到

( ) ( )G Gµ µ ∗< 。□ 
假设 u 是图 G 的一个点， lT 是以 v 为根节点的一个 l 个点的树。我们将图 G 的 u 点和图 lT 的 v 点粘

接成一个点得到的图形记作 lGuvT 。在整篇文章中我们用 1, 1lK − 来表示以 w 为根节点的 l 个点的星图。 
由引理 2.2 容易得到下面的引理。 
引理 2.3 若图 G， lT 和 1, 1lK − 如上所定义，则 ( ) ( )1, 1l lq GuvT q GuwK −≤ ，其中等号成立的充分必要条件

是 1, 1l lGuvT GuwK −≅ 。 

3. 单圈图的补图的无符号拉普拉斯谱半径 

引理 3.1 设图 G 是一个 n 个点的单圈图，点 u 是图 G 所包含的圈 lC 上的一个点。如果 3 l n≤ ≤ ，那

么 ( ) ( )1,l n lq G q C uwK −≤ ；并且只有在 1,l n lG C uwK −≅ 时，等号才成立。 
证明：假设 iT 是以图 G 所含的圈 lC 上的点 iv 为根节点的树，其中1 i l≤ ≤ 。令 

( )
( )

1
1 1 i

i i
i l i l z V T

G G E T v z
≤ ≤ ≤ ≤ ∈

= − +∑ ∑ ∑  

由引理 2.3 有 ( ) ( )1q G q G≤ ，当且仅当 1G G≅ 时等号成立。 
假设 1S 和 2S 是图 1G 的两个星子图，它们分别以 lC 上的点 1u 和 2u 为根节点。  
如果

1 2u ux x≥ ，令 

( ) ( )1 11 1

2 1 1 2
S Sz N u z N u

G G u z u z
∈ ∈

= − +∑ ∑  

如果
1 2u ux x≤ ，令  

( ) ( )2 22 2

2 1 2 1
S Sz N u z N u

G G u z u z
∈ ∈

= − +∑ ∑  

继续上述过程我们可以得到一个与 1,l n lC uwK − 同构的单圈图。由引理 2.1 可得 ( ) ( )1,l n lq G q C uwK −≤ ，

当且仅当 1,l n lG C uwK −≅ 时等号成立。□ 
引理 3.2 如果 4 l n≤ ≤ ，则有 ( ) ( )1, 1 1, 1l n l l n lq C uwK q C uwK− − − +< 。 
证明：假设 wv， w w′ 和 vv′是 lC 上的三条边。  
如果 ( ) ( )1, 1,w l n l v l n lx C uwK x C uwK− −≥ ，则令 

( ) ( )1, 1,

1 1,
K Kn l n l

l n l
z N w z N w

G C uwK wz w w vz w v
− −

−
∈ ∈

′ ′= − − + +∑ ∑  

如果 ( ) ( )1, 1,v l n l w l n lx C uwK x C uwK− −≥ ，令 

2 1,l n lG C uwK vv wv− ′ ′= − +  

显然 1G 和 2G 都与 1 1, 1l n lC uwK− − + 同构。由引理 2.1 我们可以得到 ( ) ( )1, 1 1, 1l n l l n lq C uwK q C uwK− − − +< 。□ 
根据引理 3.1 和 3.2 我们可以得到下面的定理。 
定理 3.3 如果 G 是一个含有 n 个点的单圈图，那么 ( ) ( )3 1, 3nq G q C uwK −≤ ，当且仅当 3 1, 3nG C uwK −≅ 时

等号成立。 

4. 双圈图的补图的无符号拉普拉斯谱半径 

边数等于点数加一的连通图是双圈图。令 nC 和 nP 分别表示 n 个点的圈和路，我们定义图 ( ), ,b p l q 是

https://doi.org/10.12677/pm.2023.137195
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由两个点不交的圈 pC ， qC 和一条路 lP 组成的图形，其中 lP 的两个端点分别和 pC ， qC 有一个公共点，

特别的，当 pC 和 qC 有唯一的公共点时，我们记这个图形为 ( ),0,b p q 。定义图 ( ), ,p l qθ 为给定两个点中

间连接有三条路 1pP + ， 1lP+ 和 1qP + ，其中这三条路两两之间除了两个给定的点外是没有公共点的。我们把

( ), ,b p l q 和 ( ),0,b p q 粘上一些树构成的图形记作 nB ，把 ( ), ,p l qθ 粘上一些树构成的图形记作 ( ), ,p l qΘ 。

显然，所有 n 个点的双圈图由 nB 和 nΘ 组成。 
定理 4.1 设图 nG B∈ ，点 u 是图 ( )3,0,3b 的 4 度点。则 ( ) ( )( )1, 53,0,3 nq G q b uwK −≤ ，当且仅当 

( ) 1, 53,0,3 nG b uwK −≅ 时等号成立。 
证明：假设图 G 是由 ( ), ,b p l q 粘上一些树组成的图形。我们逐次压缩路 1lP+ 上相邻的两点为一个点

并在该点上添加一条悬挂边，直到我们得到一个在 ( ),0,b p q 上带有一些树的双圈图，记作 1G 。由引理 2.2
可得 ( ) ( )1q G q G≤ ，当且仅当 1G G≅ 时等号成立。 

假设 1T 和 2T 是图 1G 的两个树子图，它们分别以 ( ),0,b p q 上的 1u 和 2u 点为根节点。  
如果 ( ) ( )1 21 1u ux G x G≥ ，令 

( ) ( )1 11 1

2 1 1 2
T Tz N u z N u

G G u z u z
∈ ∈

= − +∑ ∑  

如果 ( ) ( )1 21 1u ux G x G≤ ，令 

( ) ( )2 22 2

2 1 2 1
T Tz N u z N u

G G u z u z
∈ ∈

= − +∑ ∑  

继续上述过程我们可以得到一个在 ( ),0,b p q 上的 y 点处带有一个树的双圈图，记作 3G ，由引理 2.1
有 ( ) ( )1 3q G q G≤ ，当且仅当 1 3G G≅ 时等号成立。由引理 2.3 可以得到 ( ) ( )( )3 1, 1,0, n p qq G q b p q ywK − − +≤ ，

当且仅当 ( )3 1, 1,0, n p qG b p q ywK − − +≅ 时等号成立。 
令 ( ) 1, 1,0, n p qH b p q ywK − − += ，不失一般性假设 3p > ，我们来考虑图 H 的圈子图 pC 上的边 3 4u u 。 
如果 ( ) ( )3 4u ux H x H≥ ，令 

( ) { } ( ) { }3 4 3 4

4 3 4
\ \H Hz N u u z N u u

G H u z u z
∈ ∈

= − +∑ ∑  

如果 ( ) ( )3 4u ux H x H≤ ，令 

( ) { } ( ) { }4 3 4 3

4 4 3
\ \H Hz N u u z N u u

G H u z u z
∈ ∈

= − +∑ ∑  

显然 4G 是双圈图 ( )1,0,b p q− 上带有一些悬挂边构成的图形。继续上述过程我们可以得到图 5G ，它

是由 ( )3,0,3b 带一些悬挂边构成的图形。由引理 2.1 有 ( ) ( )5q H q G≤ 成立，当且仅当 5H G≅ 时等号成立。  
假设图 5G 的两个星子图 5S 和 6S 分别以 ( )3,0,3b 上的点 5u 和 6u 为根节点。  
如果 ( ) ( )5 65 5u ux G x G≥ ，令 

( ) ( )5 55 5

6 5 5 6
S Sz N u z N u

G G u z u z
∈ ∈

= − +∑ ∑  

如果 ( ) ( )5 65 5u ux G x G≤ ，令  

( ) ( )6 66 6

6 5 6 5
S Sz N u z N u

G G u z u z
∈ ∈

= − +∑ ∑  

继续上述过程我们可以由 5G 得到一个与 ( ) 1, 53,0,3 nb y wK −′ 同构的双圈图。由引理 2.1 我们有 

( ) ( )( )5 1, 53,0,3 nq G q b y wK −′≤ ，当且仅当 ( )5 1, 53,0,3 nG b y wK −′≅ 时等号成立。 
令 ( ) 1, 53,0,3 nH b y wK −′ ′= ，若 ( )( )3,0,3 2bd y′ = ，则 H ′如图 2(a)。 

https://doi.org/10.12677/pm.2023.137195
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(a)                            (b) 

Figure 2. (a) ( ) 1, 53,0,3 nb y wK −′ ; (b) ( ) 1, 42,1,2 ny wKθ −′  

图 2. (a) ( ) 1, 53,0,3 nb y wK −′ ; (b) ( ) 1, 42,1,2 ny wKθ −′  

 
如果 ( ) ( )y ux H x H′ ′ ′≥ ，令 

7
1 5 1 5

i i
i n i n

G H y v uv
≤ ≤ − ≤ ≤ −

′ ′= − +∑ ∑  

如果 ( ) ( )y ux H x H′ ′ ′≤ ，令 

7 1 2 1 2G H uy uy y y y y′ ′ ′= − − + +  

显然 ( )7 1, 53,0,3 nG b uwK −≅ ，由引理 2.1 有 ( ) ( )7q H q G′ ≤ 。□ 
定理 4.2 设图 nG∈Θ ，u 是图 ( )2,1,2θ 上的 3 度点。则 ( ) ( )( )1, 42,1,2 nq G q uwKθ −≤ ，当且仅当 

( ) 1, 42,1,2 nG uwKθ −≅ 时等号成立。 
证明：假设 1T 和 2T 是图 G 的两个树子图，它们分别以 ( ), ,p l qθ 上的点 1u 和 2u 为根节点。  
如果 ( ) ( )1 2u ux G x G≥ ，令 

( ) ( )1 11 1

1 1 2
T Tz N u z N u

G G u z u z
∈ ∈

= − +∑ ∑  

如果 ( ) ( )1 2u ux G x G≤ ，令  

( ) ( )2 22 2

1 2 1
T Tz N u z N u

G G u z u z
∈ ∈

= − +∑ ∑  

继续上述过程直到该双圈图只含有一个树子图，它以 ( ), ,p l qθ 上的点 y 为根节点，我们把这个双圈

图记作 2G 。由引理 2.1 有 ( ) ( )2q G q G≤ ，当且仅当 2G G≅ 时等号成立。由引理 2.3 有 

( ) ( )( )2 1, 1, , n p l qq G q p l q ywKθ − − − +≤ ，当且仅当 ( )2 1, 1, , n p l qG p l q ywKθ − − − +≅ 时等号成立。 
令 ( ) 1, 1, , n p l qH p l q ywKθ − − − += 。如果 p，l 和 q 中有一个大于等于 3 我们会得到比图 H 的补图的无符

号拉普拉斯谱更大的图。不失一般性，我们假设 3l ≥ 。我们考虑图 H 的子图 lP 上的一条边 3 4u u 。 
如果 ( ) ( )3 4u ux H x H≥ ，令  

( ) { } ( ) { }3 4 3 4

3 3 4
\ \H Hz N u u z N u u

G H u z u z
∈ ∈

= − +∑ ∑  

如果 ( ) ( )3 4u ux H x H≤ ，令 

( ) { } ( ) { }4 3 4 3

3 4 3
\ \H Hz N u u z N u u

G H u z u z
∈ ∈

= − +∑ ∑  

显然 3 nG θ∈ ，它是在 ( ), 1,p l qθ − 上粘一些悬挂边得到的图形。继续上述过程我们可以得到一个双圈

图 4G ，它是由 ( )2,1,2θ 添上一些悬挂边构成的图形。由引理 2.1 有 ( ) ( )4q H q G≤ ，当且仅当 4H G≅ 时等

号成立。 
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假设 5S 和 6S 是图 4G 的两个星子图，它们分别以 ( )2,1,2θ 上的 5u 和 6u 点为根节点。  
如果 ( ) ( )5 64 4u ux G x G≥ ，令  

( ) ( )5 55 5

5 4 5 6
S Sz N u z N u

G G u z u z
∈ ∈

= − +∑ ∑  

如果 ( ) ( )5 64 4u ux G x G≤ ，令 

( ) ( )6 66 6

5 4 6 5
S Sz N u z N u

G G u z u z
∈ ∈

= − +∑ ∑  

继续上述过程我们可以得到一个与 ( ) 1, 42,1,2 ny wKθ −′ 同构的双圈图。由引理 2.1 有 

( ) ( )( )4 1, 42,1,2 nq G q y wKθ −′≤ ，当且仅当 ( )4 1, 42,1,2 nG y wKθ −′≅ 时等号成立。  
令 ( ) 1, 42,1,2 nH y wKθ −′ ′= ，若 ( )( )2,1,2 2d yθ ′ = ，则 H ′如图 2(b)。 
如果 ( ) ( )y ux H x H′ ′ ′≥ ，令 

5
1 4 1 4

i i
i n i n

G H y v uv
≤ ≤ − ≤ ≤ −

′ ′= − +∑ ∑  

如果 ( ) ( )y ux H x H′ ′ ′≤ ，令  

5 2 2G H uy y y′ ′= − +  

显然 ( )5 1, 42,1,2 nG uwKθ −≅ ，由引理 2.1 有 ( ) ( )5q H q G′ ≤ ，当且仅当 5H G′ ≅ 时等号成立。□ 
引理 4.3 [3]若 G 是一个 n 个点的图，则有 { } ( ) { }min maxi j i jd d q G d d+ ≤ ≤ + ，其中 ( ),i j 取遍图 G

的所有邻接点对。若图 G 是连通的，那么等号成立的充分必要条件是图 G 是一个正则图或者是个半正则

的二部图。 
定理 4.4 设图 G 是一个 n 个点的连通双圈图，那么 ( ) ( )( )1, 42,1,2 nq G q uwKθ −≤ ，当且仅当 

( ) 1, 42,1,2 nG uwKθ −≅ 时等号成立，其中 ( )( )2,1,2 3d uθ = 。 
证明：令 ( )3,0,3b 的 4 度点为 v，由定理 4.1 和定理 4.2 知，我们只需证明  

( )( ) ( )( )1, 5 1, 43,0,3 2,1,2n nq b vwK q uwKθ− −<  

令 ( )1 1, 53,0,3 nH b vwK −= ， ( )2 1, 42,1,2 nH uwKθ −= 我们有 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

4 3 2 2 3 2

;

3 14 4 5 38 73 2 24 98 140n

P H I Q H

n n n n n n n

λ λ

λ λ λ λ λ−

= −

= − + + − + − + − − + −
 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2

4 3 2 2 3 2

;

3 14 4 5 38 72 2 24 96 128n

P H I Q H

n n n n n n n

λ λ

λ λ λ λ λ−

= −

= − + + − + − + − − + −
 

显然当 2 6nλ ≥ − 时， ( ) ( ) ( ) ( )( )4
1 2; ; 3 2 6 0nP H P H n nλ λ λ λ λ−− = − + − − > 成立。由引理 4.3 有

( )12 6n q H− ≤ ， ( )2 2 4q H n≤ − ，所以有 

( )( ) ( )( )1, 5 1, 43,0,3 2,1,2n nq b vwK q uwKθ− −< 。□ 
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