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摘  要 

本文借助C*[0, ∞)空间与C[0, 1]空间之间的变换，将C*[0, ∞)空间上的逼近问题转变到C[0, 1]空间上进行

研究。应用一阶、二阶模，证明了两类保持函数1和e−μx (μ > 0)的King型算子一致逼近的误差估计。 
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Abstract 
By means of a transformation between C*[0, ∞) and C[0, 1], the approximation problem in the 
space C*[0, ∞) can be reduced the same one in the space C[0, 1]. Using the first and second order 
moduli, we show a further uniform error estimate for two kinds of King-type operators which 
preserve 1 and e−μx (μ > 0). 
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1. 引言 

逼近论在计算数学、工程数学与信息理论等领域广泛应用并为之提供理论支持和方法依据。由于各

类曲线曲面设计的需要，含形状参数的算子受到人们的关注。同时，为了改善逼近的效果，King [1]提出

了保持函数 1，x2的 Bernstein 型算子。受到 King 构造算子方法的启发，Acar [2]和 Devici [3]分别构造了

保持函数 1， ( )2e 0ax a > 的 Szász 型和 Gamma 型算子。Huang 和 Qi 在文献[4] [5]中研究了保持函数

( )e 0tµ µ− > 的两类 King 型算子的一致逼近及统计逼近。有关 King 型算子的研究成果见文献[2]-[12]。 
Korovkin 定理为人们提供了检验正线性算子列在空间 [ ],C a b 上一致收敛的判定条件。为了得到无穷

区间上一致逼近的误差刻画，Pältănea 和 Smuc [13]利用变换将 [ )0,∞ 区间上的问题转化到[0, 1]区间上进

行研究，得到了算子逼近的量化估计。这一研究方法最早由 Gonska [14]提出，之后被 Pältănea [15]进一

步改进。受此启发，在本文中，我们应用此方法得到了保持函数 ( )e 0tµ µ− > 的 King-Gamma 和 King-Szász
型算子一致收敛逼近误差的进一步量化估计。 

King-Gamma 型算子定义如下[5]：对于 0x > ， n N∈ ， ( )
2

1

0
e 1

x
n

x

n
µ

µα µ
+

= >
 
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King-Szász 型算子定义如下[4]：对于 0x ≥ ， n N∈ ， ( )0
1 e n

x

n
µ

µβ µ
−

= >
 
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nkS f x f
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注 1. 为了简化证明的过程，我们引入统一的记号： 

( ) ( ) ( )
( ) [ )

; , : 0, ;
; :

; , : 0, .
n

n
n

G f x x D
L f x

S f x x D

µ

µ

 ∈ = ∞=  ∈ = ∞
 

根据算子的定义(1) (2)，知 ( )e ; et x
nL xµ µ− −= ，这意味着算子 ( );nL f x 保持函数 1 和 ( )e 0tµ µ− > 。 

注 2. ( )xϕ 是 Ditzian-Totik 模中的步长权函数[16]： 

( )
, if ;

:
, if .

n n

n n

x L G
x

x L S

µ

µ
ϕ

 == 
=

 

注 3. ( )C D 表示定义于区间 D 上的所有连续函数所构成的空间； ( )BC D 表示定义于区间 D 上的有

界连续函数构成的空间； ( ) ( ) ( ){ }* : : limxC D f C D f x+∞= ∈ 存在且有限 。 
注 4. 本文中，范数 ⋅ 定义为一致范数，即： ( ): sup

E
x E

f f x
∈

= ，其中 E 可以是 D 或[0, 1]。 

注 5. 本文中，C 表示与 x，n 无关的常数，不同的情况下可以取不同的值。 
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本篇文章由以下几部分组成：在第二节中，我们给出了上述定义的两类 King 型算子的一些性质；在

第三节中，借助一阶、二阶模，我们得到了与之前不同的正定理以及 Voronovskaja 型弱逆定理；在第四

节中，借助空间 [ )* 0,C ∞ 与空间 [ ]0,1C 之间的变换，我们得到了与一阶、二阶模有关的一致逼近误差的

进一步估计；在第五节中，利用 Matlab 软件绘图，我们研究了 King-Szász 型算子作用于三类不同类型函

数上的逼近误差；在第六节中，我们总结了不同算子对不同类型函数的逼近情况，并提出今后进一步需

要研究的问题。 

2. 所需引理 

引理 2.1. ([4], Lemma 2.1, 2.2, [5], Lemma 2(5))设 x D∈ ， 0µ > ，我们有 

( )1; 1nL xµ = ; ( ) ( ) 21
;n

n x
G t x

n
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α
+
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2

2 2

1 2
;n

n n x
G t x

n
µ

α
+ +

= ; ( ) ( )2 2;  ;n nS t x S t x
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引理 2.2. ([4], Lemma 2.3, [5], Lemma 2(6))令 ( ) ( )( ): ;mm
nx L t x xΦ = − ， x D∈ ， 1,2,4m = ，我们可以

得到 
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引理 2.3. 对于 ( ) ( )Bf x C D∈ ，借助算子的定义(1) (2)，知 

( )n DD
L f f≤ . 

光滑模为人们处理最佳逼近的阶及逆定理提供了一个较好的工具，我们常用光滑模来描述逼近误差

的量化，下面给出本文用到的光滑模与 K-泛函的定义。 
定义 2.1. [16]光滑模与 K-泛函的定义如下：对于 0 1λ≤ ≤ ， [ ]0,1E = 或 D， ( )xϕ 的定义见注 2， 
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其中 ( ) ( ){ }1 ( )
.: . . :rr r r

loc E
W g AC E gϕ−= ∈ < ∞ ， 1,2r = 。 
注 6. 当 0λ = 时，我们分别记为 ( )1 ;

E
f tω 和 ( )2 ;

E
f tω ；当 1λ = 时， ( );r

E
f tϕω 为 Ditzian-Totik 模。 

引理 2.4. ([16], Theorem 2.1.1) 对于上述定义的模与 K-泛函，存在一个常数 0C > 满足： 

( ) ( ) ( ) ( )1 ; ; ;    1,2r r r
E E

C f t K f t C f t rϕ ϕ ϕω ω− ≤ ≤ = . 

引理 2.5. ([4], Theorem 3.1, [5], Theorem 1) 

( ) ( )

( ) ( )2 2

e ; e : 0 ;

e ; e : 0 .

t x
n nD

t x
n nD

L x n

L x n

α

β

− −

− −

′− = → →∞

− = → →∞
 

引理 2.6. ([15], Corollary 3.1)令 [ ],K a b= ， K K′ ⊂ ，如果 ( ) ( ):L C K C K ′→ 是一个正线性算子，那
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么对于 ( )f C K∈ 和 ( )10 length
2

h K< < ，有下面的关系： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 22

1 1; 1; 1 ; ; 1; ; ;
2K K

L f x f x L x f x L t x x f h L x L t x x f h
h h

ω ω − ≤ − ⋅ + − + + −  
. 

3. 正定理及 Voronovskaja 型弱逆定理 

定理 3.1. 令 ( ) ( ): ;n nx L t x xα = − ， ( ) ( )( )2: ;n nx L t x xβ = − ，对于 ( )Bf C D∈ ， 2n ≥ ，我们有 

( ) ( )
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( )

2
2; ; ;n n n
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. 

证明：为了证明这一结论，我们需要定义下面的算子： 

( ) ( ) ( ) ( )( ); : ; ;n n nL f x L f x f x f L t x= + − . 

使用引理 2.3， 
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借助于关系式， 
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t

x
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并注意到 ( )1; 1nL x = 且 ( );nL t x x= ，即 ( ); 0nL t x x− = ，我们可以得到 
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下面，我们将对 King-Szász 和 King-Gamma 型算子分别进行估计。 

1) 当 ( )2 x xϕ = 时， ( )xϕ 是凹函数，因此
( ) ( )2 2

t u t x
u xϕ ϕ

− −
≤ 。那么 

( ) ( ) ( )( )22
2 d ; ;

t
n nx

t u
S u x x S t x x

u
µ µϕ
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−
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2) 当 ( )x xϕ = 时，有 
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2 2 2

1 1  d
t

x
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 ∫ . 

由 King-Gamma 型算子的定义(1)，当 2n ≥ 时， 
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( )2 22

2 4 4 2 2

11 9;
1 1 2n

n xn nG x
t n x n x n x
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. 
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因此 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )t 2 22
2 2

11 11d ; ; ;
22n n nx
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u x
µ µ µϕ

ϕ
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借助光滑模与 K-泛函的等价性，即引理 2.4，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
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又因为 
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综上，我们可以得到 
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定理 3.2. 对于 ( )Bf C D′∈ ，我们可以得到下列不等式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1; 2 ;n n n n
D

L f x f x x f x x f xα β ω β′ ′− ≤ ⋅ + . 

证明：我们将算子 nL 作用在下列不等式两边， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dt

x
f t f x t x f x t u f u u′ ′′= + − + −∫ , 

可以得到 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ); ; d ;
t

n n n x
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 
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通过上述不等式，我们能得到 
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 
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故， 
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 

. 

借助于 Hölder 不等式，选取 ( )n xξ β= ，可得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1; 2 ;n n n n
D

L f x f x x f x x f xα β ω β′ ′− ≤ ⋅ + . 
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定理 3.3. 令 ( ), , Bf f f C D′ ′′∈ ，当 n 足够大时，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1; ;
2

n
n n

D

x CL f x f x x f x f x x f
n nϕ

β
α ϕ ω
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 

. 

证明：由于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 d
2

t

x

f x
f t f x t x f x t x t u f u f x u

′′
′ ′′ ′′− − − − − = − ⋅ −∫ , 

将算子 nL 同时作用在上述关系式两边，我们可以得到 
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( ) ( )

2; ; ;
2

d ; .
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根据关系式[17]：令 2g W∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) 32 1d 2 2
t

D Dx
t u f u f x u f g t x g x t xϕ ϕ−′′ ′′ ′′ ′− ⋅ − ≤ − ⋅ − + −∫ , 

当 n 足够大时，由引理 2.2 和 Cauchy-Schwarz 不等式，得到 
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对 2g W∈ 取下确界，并注意到引理 2.4 中光滑模与 K-泛函的等价关系，我们可以得到结论。 

4. 一致逼近的进一步估计 

由文献[13] [15]，知 [ )( )[0, )
* 0, ,  C

∞
⋅∞ 空间与 [ ]( )[0,1]

0,1 ,  C ⋅ 空间之间是等距同构的。令 ( ) : e ttψ −= ，

[ )0,t∈ ∞ ， 
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算子 [ ] [ )*: 0,1 0,T C C→ ∞ 定义为： 
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

 

易知 ( ) ( )
0

*lim lim
x t

f x f t
→ →∞

= ，且 T 是一个线性双射。 

对于 [ )* 0,f C∈ ∞ ， 1*f f ψ −=  ，有 ( )( )
[0,1] [0,1][0, )

* * *sup
t

Tf f t fψ
∈ ∞

= = 。由于 ( ) ( )* *:nL C D C D→ 是 

一个保持常数的正线性算子，则 [ ] [ ]1: : 0,1 0,1nL T L T C C−= →  是一个正线性算子。根据引理 2.6 ([15], 
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Corollary 3.1)，我们可以得到下面的结论。 

定理 4.1. 对于上述定义的算子 L 和 nL ，设 ( )*f C D∈ 和
10
2

h< ≤ ，下面的不等式成立： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 [0,1]

2 2
22 [0,1]

*

*

1 ;

1                    1 2 ; .
2

n nD D

n n DD

L f f L f h
h

L L f h
h

ψ ψ ω

ψ ψ ψ ψ ω

− ≤ − ⋅

 ≤ + − + − ⋅  

 

证明：令 1: nL T L T−=   ，借助引理 2.6 ([15], Corollary 3.1)，对于任意的 [ ]0,1x∈ ， ( )1 1L = ，有 
1)  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

[0,1][0,1] [0,1]

1 1

[0,1]

* * * *

.

n n

n n D

Lf f T L T f f T L f T f

L f f L f fψ ψ

− − −

− −

− = − = −

= − = −

  

 

 

2) 注意到 * *Tf f ψ=  ， 1 1T f f ψ− −=  ，Tt ψ= ，我们有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
[0,1] [0,1] [0,1]

1 1

[0,1]

= =

                     = ;

n n

n n D

L t x T L T t x T L T

L L

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

− − −

− −

− − −

− = −

   

 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 1 2 2 1 2 1 2

[0,1] [0,1] [0,1]

2 1 2 1 2 2

[0,1]

= =

                        = .

n n

n n
D

L t x T L T t x T L T

L L

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

− − −

− −

 − − − 

− = −

  

 

 

综上，可得到定理 4.1。 

在定理 4.1 中，令 ( ) e ttψ −= ，选取
1
2n nh α β′ ′= + ，对于足够大的 n，结合引理 2.5，可以得到 

定理 4.2. 设 ( )*f C D∈ ， 1*f f ψ −=  ，对于足够大的 n，我们有 

( ) 1 2

[0,1] [0,1]

* *1 1; 2 ;
2 2n n n n nD

L f f f fω α β ω α β
   

′ ′ ′ ′− ≤ + + +      
   

. 

5. 数值实验 
为了更直观地了解不同类型算子的逼近效果，本节借助Matlab软件绘制了三类Szász算子分别作用于

函数 4x (见图1、图2)、 30
2x  (见图3、图4)、 ( )3 6log 1x x+  (见图5、图6)上的图像，并计算了它们逼近的均

方根误差(见表1~3)。  
 

Table 1. Root mean square error of approximation of the function 4x  by three kinds of operators ( 1µ = ) 
表 1. 三类算子对函数 4x 逼近的均方根误差( 1µ = ) 

n 原型 Szász 算子 保持 e xµ− 的 Szász 型算子 保持 2e xµ 的 Szász 型算子 

5 1.8187e+02 4.6815e+02 4.1836e+01 

10 6.8980e+01 1.4096e+02 2.2405e+01 

20 3.0439e+01 5.6721e+01 1.1590e+01 

40 1.4341e+01 2.5645e+01 5.8935e+00 
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Figure 1. Estimate of the function 4x  by the Szász operators preserving 2e xµ , 
here 40n = , 0.37,1,3,10µ =  
图 1. 保持函数 2e xµ 的 Szász 型算子对函数 4x 的逼近情况，其中 40n = ，

0.37,1,3,10µ =  
 

 
Figure 2. Estimate of the function 4x  by three kinds of Szász operators preserving 

2e xµ , e xµ− , x respectively, here 40n = , 1µ =  
图2. 保持函数 2e xµ ， e xµ− ，x的三类Szász型算子对函数 4x 的逼近情况，其中

40n = ， 1µ =  

https://doi.org/10.12677/pm.2023.137225


黄婕妤 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.137225 2196 理论数学 
 

 

Figure 3. Estimate of the function 30
2x  by the Szász operators preserving e xµ− , 

here 40n = , 0.37,1,3,10µ =  

图 3. 保持函数 e xµ− 的 Szász 型算子对函数
30
2x 的逼近情况，其中 40n = ，

0.37,1,3,10µ =  

 

 

Figure 4. Estimate of the function 30
2x  by three kinds of Szász operators pre-

serving 2e xµ , e xµ− , x respectively, here 40n = , 1µ =  

图 4. 保持函数 2e xµ ， e xµ− ，x 的三类 Szász 型算子对函数
30
2x 的逼近情况，

其中 40n = ， 1µ =  
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Figure 5. Estimate of the function ( )3 6log 1x x+  by the Szász operators pre-

serving x, here 1µ = , 5,10,20,40n =  

图 5. 保持函数 x 的 Szász 型算子对函数 ( )3 6log 1x x+ 的逼近情况，其中 1µ = ，

5,10,20,40n =  

 

 

Figure 6. Estimate of the function ( )3 6log 1x x+  by three kinds of Szász opera-

tors preserving 2e xµ , e xµ− , x respectively, here 40n = , 1µ =  

图 6. 保持函数 2e xµ ，e xµ− ，x 的三类 Szász 型算子对函数 ( )3 6log 1x x+ 的逼近

情况，其中 40n = ， 1µ =  
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Table 2. Root mean square error of approximation of the function 30
2x  by three kinds of operators ( 1µ = ) 

表 2. 三类算子对函数
30
2x 逼近的均方根误差( 1µ = ) 

n 原型 Szász 算子 保持 e xµ− 的 Szász 型算子 保持 2e xµ 的 Szász 型算子 

5 4.6653e−01 1.9000e−01 2.1126e+00 

10 2.2945e−01 9.7375e−02 9.6686e−01 

20 1.1374e−01 4.9292e−02 4.6071e−01 

40 5.6617e−02 2.4799e−02 2.2467e−01 

 
Table 3. Root mean square error of approximation of the function ( )3 6log 1x x+  by three kinds of operators ( 1µ = ) 

表 3. 三类算子对函数 ( )3 6log 1x x+ 逼近的均方根误差( 1µ = ) 

n 原型 Szász 算子 保持 e xµ− 的 Szász 型算子 保持 2e xµ 的 Szász 型算子 

5 9.8496e+01 2.8100e+02 1.3337e+02 

10 4.8439e+01 1.2647e+02 7.5136e+01 

20 2.4018e+01 5.9975e+01 3.9958e+01 

40 1.1958e+01 2.9202e+01 2.0615e+01 

 
对于不同类型的函数，不同算子的逼近效果不同，参数 μ 的取值也影响着算子的逼近效果。因此在

处理实际问题中，我们需要根据具体情况进行分析，选取适当的参数，以达到理想的逼近效果。 

6. 结论 

本文从理论上讨论了 King 型算子一致逼近的误差，用一阶、二阶模给出了误差的具体量化表示。一

方面为实际问题的解决提供了新的逼近工具；另一方面进一步完善了逼近论的相关理论。为了满足计算

机几何辅助作图的需要，我们需要进一步研究构成该类算子的基函数的保形性质。 
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