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摘  要 

研究随机Hartree方程在Marcus型Lévy噪声扰动下的全局适定性。选择特定条件的噪声，利用噪声规范

化，得到积分方程；通过Strichartz估计和压缩映射定理研究解的局部适定性；利用伊藤公式得到解的

质量守恒；应用解的一致估计研究解的全局适定性。研究结论表明：初值在 xL2 空间中的随机Hartree方
程在Marcus型Lévy噪声扰动下具有全局适定性和质量守恒。 
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Abstract 
In this paper, Global well-posedness of Hartree equation driven by Lévy noise in Marcus form was 
established. Choosing special noise, taking noise in canonical form, the integral equation was give. 
Through Strichartz estimate and contraction mapping, local well-posedness of solution was inves-
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tigating, and conservation law was given by Ito formula. Finally global well-posedness was given 
by consistent estimate. Result of our research indicated that the Stochastic Hartree equation dri-
ven by Lévy noise has unique global solution and conservative in time when the initial value was 
in xL2 . 
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1. 引言 

本文考虑如下 Rn中随机 Hartree 方程在 Marcus 型 Lévy 噪声扰动下的全局适定性： 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
1

2
0

d d d ,

0,

m

j j
j

x

i u t u V u u t g u L t

u x u L

λ ω
=

 + ∆ + = ◊

 = ∈

∑
                        (1) 

其中： 1n ≥ ，非线性项 ( ) 2uu xV γ− ∗= ， ( )0 min 2,nγ< < ，∗代表 x 在 Rn上的卷积，gj是满足条件 1 的

复变函数， ( ) ( )d ,j jg u L tω◊ 是 Marcus 型 Lévy 噪声，u0 是解 u 的初值，且满足 2
2 2

0 0R
dnxLu u x= < ∞∫ ，

{ }1,1λ = − ，其中 1λ = 时，方程(1)为散焦型； 1λ = − 时，方程(1)为聚焦型。 
通常把 Hartree 方程中带有噪声扰动的方程称为随机 Hartree 方程，把 Hartree 方程中不带有噪声扰动

的方程称为确定 Hartree 方程或者 Hartree 方程。随机 Hartree 方程(1)的物理意义可以参考文献[1]中针对

随机 Schrödinger 方程在跳跃噪声影响下的物理模型来推导，参考的合理性来源于 Hartree 方程和

Schrödinger 方程在结构上的相似性以及文献[2]中的随机波函数法。方程(1)中的跳跃噪声可以用来描述光

纤材质的不均匀性，进而研究光纤中随机孤立位置产生的信号变化。 
若去掉方程(1)右侧的噪声扰动，则得到确定 Hartree 方程如下： 

( ) ( )( )
( ) 0

d d 0

0,

i u t u V u u t

u x u

λ + ∆ + =


=
                              (2) 

文献[3]指出该方程是描述量子力学中通过双体势能 ( )2x uγ− ∗ 作用的多玻色子系统场方程的经典极限方

程，也可用于描述量子半导体中的电子传输和电子与电子之间的相互作用。在多量子系统中，方程(2)可
以演化成平均场极限方程。 

方程(2)已经被充分研究，可以参考文献[4] [5] [6] [7]。类似于 Schrödinger 方程，方程(2)在空间 1
xH 上

具有时空平移、相位、伸缩和伽利略不变性。通过研究其伸缩不变性可以得到相应的临界指数 2 1cs γ= − 。

另外，方程(2)具有质量守恒和能量守恒性质，其中质量和能量定义如下： 

( ) 2
2

xLM u u=  

( ) ( )2
2 2

R

1 d
2 4 nxLE u u V u u xλ

= ∇ + ∫  

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2023.1310282
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


张朔霖 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.1310282 2746 理论数学 
 

当初值属于 s
xH 空间时，Miao等[5]建立了方程(2)在空间 ,s p s r

T x T xL H L W∞ ∩  ( ( )max 0, cs s≥ )中的局部适定性；

且在不同的临界情形下分别建立了 0λ > 和 0λ < 时在空间 1 1,p r
T x T xL H L W∞ ∩  (s = 1)中的全局适定性；值得注

意的是，当 0λ < 时，能量临界或次临界情形下建立全局适定性需要小初值条件。利用初值随机化，Chen
等[8]证明了超临界情形下方程(2)在空间 ,s p s r

T x T xL H L W∞ ∩  (s < sc)中全局强解的存在唯一性。且在文献[8]中
建立了初值在 1

xH 空间中的随机 Hartree 方程在守恒 Gaussian 噪声 du W 扰动下的(局部)全局适定性： 

( ) ( )( )
( ) 1

0

d d d

0, x

i u t u V u u t u W

u x u H

λ + ∆ + =


= ∈



                           (3) 

其中 代表 Stratonovich 符号。利用 Strichartz 引理和压缩映射定理证明了方程(3)在空间 ,s p s r
T x T xL H L W∞ ∩ 中

全局强解的存在唯一性，其中存在空间指数 ( ) ( ) ( )( ), 6 2 ,6 3 4 2p r s n n sγ γ= − + − 是一对n维容许对满足： 

2 1 1
2

n
p r

 = − 
 

                                    (4) 

研究 Marcus 型 Lévy 噪声的动机源于其对偏微分方程的影响，这一动机的根源可以追溯到守恒

Gaussian 噪声对方程的扰动效应。有关守恒 Gaussian 噪声的详细特性和影响可在文献[8] [9] [10]中找到。

Stratonovich 型 Gaussian 噪声是一种具有守恒性质的噪声，通过 Stratonovich 型积分引入，同时遵循传统

微积分规则。其另一个重要特性是符合 Wong-Zakai 逼近，这使得它在建模方面具有重要意义。然而，对

于跳跃噪声，高阶积分的引入导致这些性质不再成立。Brzeźniak 等在[11]中首次将 Marcus 积分形式应用

于跳跃噪声的偏微分方程理论。这一积分形式最初由 Marcus [12]提出，因其在坐标变换下的不变性而成

为 Stratonovich 型积分在跳跃噪声上的有效替代。在随后的研究中，Brzeźniak 等[13]运用 Faedo-Galerkin
逼近的方法，获得了在 Marcus 型 Lévy 噪声扰动下的 Landau-Lifshitz-Gilbert 方程的鞅解，并在文献[14]
中将相关的理论应用到了随机 Schrödinger 方程上，建立了次临界情形下随机非线性 Schrödinger 方程在

Marucs 型 Lévy 噪声扰动下的局部适定性，得到了解 u 的质量守恒： 

( ) ( )0M u M u=                                     (5) 

其中： ( ) 2
2

xLM u u= ，并借助该结论将局部适定性推广到全局适定性。 
相比于随机 Schrödinger 方程，随机 Hartree 方程在描述多粒子量子体系时是更为常见的数学模型，

同时根据 Marcus 的理论[12]，Marcus 型 Levy 噪声能描述一类广泛的随机对象，包括连续分量、独立

增量、有限二阶矩、零均值和无连续分量等常见齐次向量过程，因而由 Marcus 型 Levy 噪声驱动的随

机 Hartree 方程可以能更好地描述在随机因素影响下的多量子运动的规律。据笔者所知，对于 Hartree
方程在噪声扰动下的全局适定性研究只有文献[13]，目前还没有关于 Marucs 型 Lévy 噪声在 Hartree 方

程上的研究。 
本文将要建立初值属于 2

xL 空间时随机 Hartree 方程在 Marcus 型 Lévy 噪声扰动下的局部和全局适定

性，得到当 ( )0 min 2,nγ< < 时，方程(1)在空间 ,s p s r
T x T xL H L W∞ ∩  (s = 0)，即空间 2 p r

T x T xL L L L∞ ∩ 中全局温和解

的存在唯一性，其中 n 维容许对 ( ) ( )( ), 8 ,4 2p r n nγ γ= − ，γ满足的条件保证了方程(1)处于次临界情形。

与之前对 Hartree 方程的研究不同，本文在建立局部适定性方面采用了 Brzeźniak 等[14]所证明的 Strichartz
估计的随机形式。相比于 Chen 等[8]的研究，本文研究的方程对于初始条件的选择和解的存在空间指数(p, 
r)的选择都不同。此外，我们考虑的 Lévy 噪声是 Gaussian 噪声的一种推广，因此具有更广泛的应用范围。

我们建立局部适定性的主要方法基于 Strichartz 估计的压缩映射定理。为了建立全局适定性，我们需要利

用 Marcus 型 Lévy 噪声的特殊性质，以确保解的质量守恒，从而建立解的一致估计。通过应用解的一致

估计，我们将局部适定性推广到全局适定性。 
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2. 预备知识 

2.1. Marcus 规范形式 

为了方便建立方程(1)的局部适定性，需要将方程(1)表述为 Marcus 规范形式的随机 Hartree 方程。令

( )( )0
, , ,t t

F P
≥

Ω =  是一个满足一般条件的滤性概率空间，其中 ( ) 0t t≥
 是一个滤性σ 代数。我们假定 Levy

噪声 ( ) ( ) ( )1 02 d ,, d, , , m
t

B
zN sL t zL L Lω = = ∫ ∫ 

 的密度测度ν 满足 supp Bν ∈ ，且 ( )2 d 1
B

z zν ≤∫ ，其中 B 是

Rm中的封闭单位球。用 N 表示与ν 相关的时间齐次泊松随机测度。用 N N ν= − 表示相应的补偿时间齐

次泊松随机测度。对于上述 Levy 噪声在随机微分方程中的应用，Marcus [12]提供了噪声规范化的基本框

架。为此定义 ( ) ( )1, , ,z x z xΦ =Φ ， ( )0, ,z x xΦ = ，其中 ( ), ,t z xΦ 满足下述常微分方程： 

( ) ( )( )
1

, ,
, ,

d

m

j j
i

t z x
i z g t z x

t =

∂Φ
= Φ∑                                 (6) 

由 Marcus [12]提出的理论，Marcus 型 Lévy 噪声 ( )( ) ( )
1

d
m

j j
j

g u t L t
=

◊∑ 可以表示为如下形式： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

, d ,d , d d
m

j jB B
i

z u t u t N t z z u t u t i z g u t z tν
=

  Φ − − − + Φ − +    
∑∫ ∫           (7) 

令 ( ) ( ), ,G z u z u u= Φ − ， ( ) ( ) ( )
1

, ,
m

j j
j

I z u z u u i z g u
=

= Φ − + ∑ 。将其结合(7)代入方程(1)得到方程(1)的 Marcus

规范形式如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

2

0

d d , d ,d , d d

0,
B B

u t i u t x u u t t G z u t N t z I z u t z t

u x u

γλ ν−  = ∆ + ∗ + − +   
 =

∫ ∫

       (8) 

本文假定 gj满足下述条件： 
条件 1 

a) ( )jg y 可以表示为 ( )2
jr y y ，其中 rj是一个可微实值函数。 

b) ( ) ( ) 11
max j jj m

g x g y L x y
≤ ≤

− ≤ − 。 

c) ( ) ( ) ( ) ( ) 21 ,

ddmax
d d

jk
j kj k m

gg x g x x g y L x y
x x≤ ≤

− ≤ − 。 

由上述条件容易得到 ( ), ,t z xΦ 随时间守恒。事实上，由

2d
2Re

dt
Φ

= ΦΦ，式(6)和条件 1 a)得到： 

( )
( ) ( )

2

1 1

2, ,
2Re 2Re 2 Re

m m

j j j
i i

j

t z x
i z g z r i

t t = =

∂ Φ ∂Φ
= Φ = Φ Φ = Φ ΦΦ

∂ ∂ ∑ ∑  

再由Re 0iΦΦ = 得到
( ) 2

, ,
0

t z x
t

∂ Φ
=

∂
，即： 

( ) ( ) ( ), 1, , 0, ,z x z x z x xΦ = Φ = Φ =                            (9) 

通过式(9)，Brzeźniak 等[14]进一步研究了噪声的性质： 
引理 1 设 ( )jg u 满足条件 1， 1 2 3 4, , , 0m m m mC C C C∃ > ，使得对于 1 2, ,y y y∀ ∈C 和 mz∀ ∈R ， 1z ≤ ， ( ),G z y

和 ( ),H z y 满足下列不等式： 
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1) ( ) 1, mG z y C z y≤  
2) ( ) ( ) 2

1 2 1 2, , mG z y G z y C z y y− ≤ −  
3) ( ) 23, mH z y C z y≤  
4) ( ) ( ) 24

1 2 1 2, , mH z y H z y C z y y− ≤ −  

2.2. 解的存在空间与构造 

为了构造方程 (8)的局部和全局温和解，需要给出方程 (8)解的存在空间 YT， ( )TM Y 。令

( ) ( )( ), 8 ,4 2p r n nγ γ= − ，Y 为两个空间的交集 [ ] [ ] [ ]1 2 1 2 1 2

1 2
, , ,t t t t t tY Y Y= ∩ ，其中： [ ] [ ]1 2 1 2

1 2
, , xt t t tY L L∞= ， 

[ ] [ ]1 2 1 2

2
, ,

p r
xt t t tY L L= 。因此 [ ]1 2,t tY 是一个 Banach 空间。若 ( ) [ ]1 2,, t tYu t x ∈ ，根据定义得到 u 的 [ ]1 2,t tY 范数为： 

[ ] [ ] [ ] [ ]
( )2

1 2 2
, 1, ,1 2 1 2 1 2 1 2,

sup dr
x xt t t t t t

pt p
Y Y Y L Ltt t t

u u u u u t
∈

= + = + ∫                       (10) 

其中
[ ],1 2t tYu 表示 u 在空间 [ ]1 2,t tY 中的范数。本文用 Yu 表示 u 在 Banach 空间 Y 中的范数，特别的，用 ⋅ 和

,⋅ ⋅ 分别表示空间 2
xL 上的范数和内积。定义 [ ]0,T TY Y= ，在这个基础上定义 Banach 空间 ( )TM Y 如下： 

( ) ( ) [ ]
( )2 00,

: E E sup E dr
T T x x

Tp p p p
T M Y Y L L

t T
M Y u u u u u t

∈

 
= = = + < ∞ 
 

∫                 (11) 

其中 E 表示均值。由定义容易得到：对于任意 1 20 T T< ≤ ，
1 2T TY Y⊆ ， ( ) ( )1 2T TM Y M Y⊆  。 

根据方程(8)和 Banach 空间 ( )TM Y 的定义，给出方程(8)局部和全局温和解的定义： 
定义 1 可测过程 u(t)是方程(8)的局部温和解当且仅当存在τ ， ( ) [ ), 0,u t t τ∈ 满足下述条件： 
a) ( ) 2

xL
u t 是 [ )0,τ 上的左极右连函数。 

b) ( ) ( )u t M Yτ∈  。 
c) 对于任意 [ )0,t τ∈ ，如下积分方程成立： 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
0 0 0

0

d , d ,d

, d d

t t
t t s t sB

t
t sB

u t S u i S V u u s S G z u s N s z

S I z u s z s

λ

ν

− −

−

= + + −

+

∫ ∫ ∫

∫ ∫



                 (12) 

其中：St是方程(1)的解算子半群。特别地， ( )u t 是方程(8)的全局温和解如果存在 nτ ， ( )u t ， [ )0, nt τ∈ 使

得上述条件满足，且对于任意 T > 0， lim nn
τ τ∞ →∞

= 满足： 

( ) 1P T Tτ∞ ∧ = =                                    (13) 

可以将定义 1 c)中的积分方程右端看成作用在 ( )TM Y 上的算子 ( )( )u tΓ ，由压缩映射定理可知构造

方程(8)局部温和解的问题等价于证明 ( )( )u tΓ 在 ( )TM Y 是压缩映射算子，为此我们需要 Strichartz 估计。 
Strichartz 估计是一种用于研究非线性发展方程解的数学工具，它的主要目标是估计非线性发展方程

解在时间和空间上的行为，下面我们介绍经典的 Strichartz 估计： 
引理 2 ( ),p r 和 ( ),γ ρ 是 n 维容许对， 'γ 和 'ρ 是 γ 和 ρ 的共轭数，则下述命题成立： 
a) 对于任意 2

xLφ ∈ ，函数 p r
t T xt S L Lφ→ ∈ ，且存在常数 C 满足： 2p r

xxT
t LL LS Cφ φ≤ 。 

b) 对于任意 ' '
T xf L Lγ ρ∈ ，函数 ( ) ( )

0
d

t p r
f t s T xt S f s s L L−Γ = ∈∫ ，且存在常数 C 满足： 

( ) p r xTxT
f L LL L

t C f γ ρ′ ′Γ ≤ , ( ) 2 xTT x
f L LL L

t C f γ ρ′ ′∞Γ ≤  

Strichartz 估计能对解在不同频域上的分布进行分析，从而为我们寻找合适的解存在空间。例如我们

研究(12)中解的部分 0tS u 。由定义(4)容易验证 ( )( )8 ,4 2n nγ γ− 和 ( ),2∞ 均是 n 维容许对，设 2
0 xu L∈ ，令
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( ) ( )( ), 8 ,4 2p r n nγ γ= − ，由式(10)和引理 2 a)得到 20 0T xt Y LS u C u≤ 。再由定义式(11)得到： 

( ) 2 20 0 0 0E E
T T x x

p p p p
t tM Y Y L LS u S u C u C u= ≤ = < ∞


                       (14) 

因而我们得到一个自映射的结论： 

( )0t TS u M Y∈                                     (15) 

n 维容许对的选取则主要依赖于 Hartree 方程的非线性项，细节可见定理 1 的证明。 
观察(12)式我们发现引理 2 不能估计泊松积分项，为此我们还需要 Brzeźniak 等[14]建立的随机

Strichartz 估计： 
引理 3 ( ),p r 和 ( ),γ ρ 是 n 维容许对， γ ′和 ρ′是 γ 和 ρ 的共轭数，则下述命题成立： 
a) 对于任意可料过程 G 满足 [ ] ( )2: 0, R ;nG T B L×Ω× →  ，如果 2q ≥ 时， 

[ ]( ) ( )( ) [ ]( ) ( )( )( )2 2, 0, ; R 0, ; Rq r n q nG L L T B L L T B L∈ Ω × ∩ × ，则存在常数 Cq： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2

2 22 2

2

0 0 0
, d ,d , d d , d d

q

pq r x xx xxT

qt t t q
t s q qL LZ L LL L L

S G s z N s z C G s z z s C G s z z s
ω

ν ν− ≤ Ε + Ε∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

3. 随机 Hartree 方程的全局适定性 

3.1. 方程的局部适定性 

这一部分建立随机 Hartree 方程(8)的局部适定性，即证明方程(8)局部温和解的存在唯一性。先将积

分方程(12)改写为截断方程(16)： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
0 0 0

0

d , d ,d

, d d

t

t tR
t t s Y t sB

t
t sB

u t S u i S u V u u s S G z u s N s z

S I z u s z s

θ λ

ν

− −

−

= + + −

+

∫ ∫ ∫

∫ ∫



              (16) 

其中截断函数 ( ) T
T

YR
Y

u
u

R
θ θ

 
 =
 
 

，其中 [ ] ( ) [ ]0,1 0,21 1xθ≤ ≤ ， ( ) ( )x y C x yθ θ− ≤ − 。需要证明 ( )( )u tΓ 在 

( )TM Y 是压缩映射算子。为了方便，将 ( )( )u tΓ 分为 0tS u ， ( )( )1 u tΓ ， ( )( )2 u tΓ 和 ( )( )3 u tΓ 四个部分，

其中： 

( )( ) ( ) ( )1 0
d

t

t R
t s Yu t i S u V u u sθ λ−Γ = + ∫                             (17) 

( )( ) ( )( ) ( )2 0
, d ,d

t
t sB

u t S G z u s N s z−Γ = + −∫ ∫                           (18) 

( )( ) ( )( ) ( )3 0
, d d

t
t sB

u t S I z u s z sν−Γ = +∫ ∫                            (19) 

只需证明 ( )( ) { }, 1,2,3i iu t =Γ 在 ( )TM Y 是压缩映射算子： 
引理 3 0iT∃ > ，使 ( )( )i u tΓ ， { }1,2,3i = 在空间 ( )iTM Y 中是压缩映射。 
证明 
1) 证明 ( )( )1 u tΓ 在 ( )1TM Y 中是压缩映射。令 ( ) ( )( ), 8 ,4 2p r n nγ γ= − ， ( )8 4θ γ= − ，则 

1 1 1
2q θ

= +
′

，
1 1

2r n r
γ

= +
′

。设 ( )1Tu M Y∈  ，类似式(12)的证明：由 Strichartz 引理得到 

( ) ( )
1 1

1 p r
T xTY L L

u C V u u ′ ′Γ ≤ ，再由 Holder 不等式得到 ( ) ( ) 4 2
4

11 1
1

n

TT xT
YY L L

u C u V u γ γ−Γ ≤ ，最后由 

Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式得到： 
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( ) ( )4 2
4 2 1 11 111

3122
1 1

r r
T x TT TTxT

Y L L YY YL L
u C u u C u u CT u t

γ

θγ−

−
Γ ≤ ≤ ≤                   (20) 

因此 ( )( )1 u tΓ 是 ( )1TM Y 上的自映射算子。设另有 ( )1Tv M Y∈  ，则 ( )1TMu v Y− ∈  。令停时 

[ ]{ }11 inf 0, :
tYt T u Rτ ∈= > ， [ ]{ }12 inf 0, :

tYt T v Rτ ∈= > ，不失一般性，设 1 2τ τ≤ 。由截断函数、停时的

定义和引理 2 得到： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
1 11

1 2 1

1 1 p rp rt t tT xx TT

p pr r
T x x

R R R
Y Y YY L LL L

Y L L L L

u v u v V v v u V u u V v v

C u v V v v V u u V v v
τ τ

θ θ θ ′ ′′ ′

′ ′′ ′

Γ − Γ ≤ − + −

≤ − + −
 

类似于式(20)的证明过程，可得： 

( ) ( )2
' '

22

31
1p r

xL L Y
V v v CT v t

γ

ττ

−
≤                               (21) 

对于 ( ) ( )
1
p r

xL L
V u u V v v

τ
′ ′− ，利用 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式和 Holder 不等式得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) 24 2 24 21 11 1 1

2

11 1

2 2

1 2 2
1

nn np r
T xx x x

p pr r
x x T

Y L LL L L L L L

L L L L Y

V u u V v v V u u v x u v v

CT u v u v

θ γγ γ γ ττ τ τ

γ

τ τ

γ
′ ′ −

−

−

− ≤ − + ∗ −

 ≤ + − 
 

            (22) 

由停时定义得到
11

p r
xL L Yu u R

ττ
≤ ≤ ，

22
p r

xL L Yv v R
ττ

≤ ≤ ，
1 2 2

p r
xL L Y Yv v v R

τ ττ
≤ ≤ ≤ ，结合式(21)，(22)，得到： 

( ) ( ) ( )2

11

1 2 3
1 1 1 2

TT YY
u v CT R R u v

γ−
Γ − Γ ≤ + −  

取 T1 > 0，使得 ( )21 2 3
1 1 22CT R R

γ−
+ < ，即： 

( ) ( )
11

1 1
1E E
2 TT

p p
YY

u v u vΓ −Γ ≤ −                             (23) 

式(20)和式(23)表明 ( )( )1 u tΓ 是 ( )1TM Y 上的压缩映射。 
2) 证明 ( )( )2 u tΓ 在 ( )2TM Y 中是压缩映射。类似于 ( )( )1 u tΓ 的证明，利用引理 3 和引理 1，得到： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

22 2
2 2

2

22 2
2 2

2
2 0 0

2 2

0 0

, d d , d d

d d d d

p

T x x

p

x x

T Tp p
p qM Y L LB B

T T p p
p qL LB B

u C G z u z s C G z u z s

C z u z s C z u z s

ν ν

ν ν

Γ ≤ Ε + Ε

≤ Ε + Ε

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

  

再由 Holder 不等式得到： 

( ) ( ) ( )( ) ( )22
1

2 2

2
2 2 2 E d d

pp

T T

p p
p YM Y B B

u C T T u z z z zν ν
  Γ ≤ + +       
∫ ∫

               (24) 

考虑到 ( ) ( )2d d 1p

B B
z z z zν ν≤ ≤∫ ∫ ， 1 2

T T TY Y Y= ∩ 于是下式成立： 

( ) ( )
2

22
2 2 2 E

p

TT

p p
p YM Y

u C T T u Γ ≤ + 
 

                            (25) 

类似于式(25)的证明过程，可以得到： 

( ) ( ) ( )
2

22
2 2 2 E

p

TT

p p
p YM Y

u v C T T u v Γ − Γ ≤ + − 
 
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取取 T2 > 0，使得 2
2 2 1 2

p

pC T T + < 
 

，即： 

( ) ( ) ( ) 22
2 2

1 E
2 TT

p p
YM Y

u v u vΓ −Γ ≤ −


                            (26) 

式(25)和式(26)表明 ( )( )2 u tΓ 是 ( )2TM Y 上的压缩映射。 
3) 证明 ( )( )3 u tΓ 在 ( )3TM Y 中是压缩映射。由 Strichartz 引理，若 ( )3Tu M Y∈  ，则由引理 3 和和闵

可夫斯基不等式得到： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )3 3

2
3 3

3 0 0
, d d , d d

T T x

T T
t s B BY Y L

u t C S I z u s z s C I z u s z sν ν−Γ ≤ ≤∫ ∫ ∫ ∫  

再由引理 1 得到： 

( )( ) ( )( )3
2

33

2
3 30

d d
x TT

T

L YBY
u t C z z u s CT uνΓ ≤ ≤∫ ∫  

即： 

( )( ) ( ) ( )33
3 3 TT M YM Y

u t CT uΓ ≤


                             (27) 

同理，取 30 1 2CT< < 可得： 

( ) ( ) ( ) ( )33
3 3

1
2 TT M YM Y

u v u vΓ −Γ ≤ −


                           (28) 

式(27)和式(28)表明 ( )( )3 u tΓ 在 ( )3TM Y 中是压缩映射，证毕。 
定理 1 方程(8)在空间 ( )R

M Yτ 上存在唯一局部温和解 ( )Ru t ， [ )0, Rt τ∈ 。 
证明 首先证明方程(16)有全局温和解： 

取
( )1

0
2 3min , ,

3
T

T T T
= ，则当 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3T T T Tu M Y M Y M Y M Yt ⊂ ∩ ∩∈     时，由式(15)和引理 3 可

知 ( )( )u tΓ 是 ( )0TM Y 上的压缩映射，由压缩映射定理可知存在 ( ) ( )0Tu t M Y∈  使得： 

( ) ( )( )u t u t= Γ                                    (29) 

Zhu 等[15]证明了 ( )( )2 u tΓ 在左极右连修正下是 2
xL 适应的，且可以找到 ( )u t 在空间 2

xL 中的左极右连

修正，因此 ( )u t ， [ ]00,t T∈ 是方程(16)的局部温和解。对于 0T∀ > ，在 

[ ] [ ] [ ] [ ]( )0 0 0 0 0 0 0 0,2 2 ,3 , 1,,,T T T T T T T T T T+   的区间上重复上述讨论，可以得到方程(16)在 ( )TM Y 上的

全局温和解 ( )u t 。 
为了证明 ( )u t 是方程(8)的局部温和解，还需证明存在 Rτ 使得 ( )u t 在 [ )0, Rτ 上使得方程(12)成立。取

停时 [ ]{ }inf 0, :
tR Yt T u Rτ = ∈ > ，则方程(16)中函数 ( )

s

R
Y uθ 在 [ )0, Rτ 上为 1，即方程(12)在 [ )0, Rτ 上与方程

(16)等价。定义 ( )Ru t 在 [ )0, Rτ 上等于 ( )u t ，则根据定义 1， ( )Ru t 为方程(8)的唯一局部温和解，证毕。 

3.2. 解的守恒律和方程的全局适定性 

为了得到解 ( )RR
tu u t= 的一致估计，需要先证明解的质量守恒。为此我们引入伊藤公式。 

伊藤公式是随机微积分的基本结果，用于处理随机微分方程中的随机项。它将随机过程的微分形式

与函数的随机导数联系起来。将伊藤公式应用于 ( ) ( ) 2

2

x

R R
t L

M u u t= ，我们有 

( )d 2Re ,d Re d ,dM u u u u u= +  

带入到式(16)我们有下述定理： 
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定理 2 设 R
tu 是方程(8)的解，则下列质量守恒满足 

( ) ( )0
R R
tM u M u=                                   (30) 

证明。借助伊藤公式，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )220 0 0
2Re , d , d ,d

s xx

t tR R R R R R R
t s Y s s sB LL

M u M u u i u V u u s z u u N z sθ − −
 − = + Φ − 
 ∫ ∫ ∫   

( ) ( ) ( )220
1

, 2Re , d d
xx

mt R R R R
s s s j j sB LL i

z u u u i z g u z sν
=

 Φ − + 
  ∑∫ ∫  

由Re , 0u iu = 和条件 1，可得： ( )2

1 1
Re , Re , 0

m m
R R R R R
s j j s s j j s s

i i
u i z g u u i z r u u

= =

= =∑ ∑ ， 

( ) ( )Re , 0
s

R R R R R
s Y s s su i u V u uθ = 。由式(9)可知 ( ) 22

,
nn

R R
s s LL

z u u− −Φ = 。综上所述可以得到 

( )( ) ( )( )0 0R RM u t M u− = ，即： 

22 0 xx

R
t LL

u u=                                     (31) 

证毕。 
接下来建立解 ( ) ( )k Ru t u t= ， R k= ∈N 的一致估计： 
引理 4 取 ( ) ( )( ), 8 ,4 2p r n nγ γ= − ，设 ( )k Ru u t= ，R k= ∈N ，其中 ( )Ru t 是方程(8)的唯一局部温和

解。则下列解的一致估计成立： 

( )
sup

T

pk
M Yk

u M≤


 

其中 M 只跟 p，T，γ有关。 
证明 定义停时区间 [ ]1, 0,j j Tα α + ⊂   (j 为正整数)如下： 

[ ] ( )( ) ( )( )2
21

0 1 ,
10, : inf 0, :

16j

p k
j j tt T C t M

γ

αα α α ω
−

+
 

= = ∈ − > 
 

 

其中： 

( )( ) ( ) ( )
[ ]( ),

, 0 21
t s t

pp pk k
s t M Y M Y

M C t s u u= + − + Γ
 

 

结合式(14)、式(20)、式(24)和式(27)得到： 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

21 3

0 21
tt t t

ppp p pk k p k
M YM Y M Y M Y

u Ct u C t u u
γ−

≤ + + + Γ
  

                 (32) 

为了方便，设： 

( ) ( ) ( )
( )0 21

T T

ppp k
k M Y M Y

M C T u u= + + Γ
 

 

下面证明解 uk在区间 1,j jα α +  上有上界 2 kM 。事实上，由停时 1α 的定义得到： 

( )
( )

( ) ( ) ( )
2

1 1
1 1 1

1

1 3 3

0, 0,2

0,

1

16

pp p pk k k k k
M Y M Y M Yk

u Ct u M u M
M

γ

α α α
α α

α

−
≤ + ≤ +

  
              (33) 
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通过观察上述不等式结构，设函数 ( )
( ) 1

1

3
0,2

0,

1

16
k

k
f x x M x

M
α

α

= + − ，于是式(33)等价地写为： 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 1

1

3

0,2

0,

1 0
16

p p pk k k k
M Y M Y M Yk

u M u f u
M α α α

α

α

 + − = > 
   

 

由 ( )0 0f > ， ( )10,2 0kf M α < 以及 ( )1

pk
M Y

u
α

的连续性，得到在区间 0, jα   上： 

( ) 1
1

0,2 2
pk k

kM Y
u M M

α
α< <


 

将上述方法应用在区间 1,j jα α +  上，得到： 

1
, 1

,2 2
j j

j j

pk k
kM Y

u M M
α α

α α +
 + 

 
 
 

< <


 

于是得到了
( )t

pk
M Y

u


在区间 1,j jα α +    (j 为正整数)上具有相同上界。为了得到区间[0, T]上的上界，还需

要证明在区间[0, T]上，只有有限个区间 1,j jα α +  。令 ( )( )
1

1
2

24 p
k kT M Tγ − 

 

−
∧= ，由停时 jα 的定义，有 

1k j jT α α+< − ，所以[0, T]上至多有 [ ] 1kT T + 个停时区间。因此能得到区间[0, T]上的上界： 

( ) ( ) ( )( )
4

2

1 , 1

1
, , 2p

T j j

p p pk k k
p T k kM Y M Y M Yj

u u u C M Mγ

α α α
γ

−

 + 

+
 
 
 

≤ + ≤ +∑
  

              (34) 

为了证明式(34)右侧与 k 无关。利用式(24)，得到： 

( )
( )( )

44
22

2 2
1

, , 0 , , 02 E Ep
x xT

p p ppk
k p T k p TL LM Y

u M C M u C u Mγγ
γ γ

−−
++≤ + ≤ + =


             (35) 

即结论成立。 

由全局适定性的定义，还需研究停时 { }inf :
t

k
k Y

t u k Tτ = > ∧ ，因此有下述定理： 

定理 3 对于 0T∀ > ，方程(8)在空间 ( )p
TM Y 上存在唯一全局温和解 ( )u t ， [ ]0,t T∈ 。 

证明 由切比雪夫不等式和式(35)，对于 0T∀ > ，可得： 

( ) { } ( )1 1T

T

pk
M Yk

k p pY

u MP T P u k
k k

τ = = ≤ ≥ − ≥ −  

即： 

( ) { }( ) ( )lim 1k k kk
P T P T P Tτ τ τ∞ →∞

= ≥ ∪ = = = =                       (36) 

证毕。 

4. 结论 

通过证明的细节可以看出，解的质量守恒的建立依赖于我们对于噪声项中 gj 的选取，这也是将解在

有限时间内的适定性推广全局的关键因素。 
本文将 Marcus 型 Levy 噪声首次应用于随机 Hartree 方程适定性理论，且通过将 Strichartz 估计的随

机形式应用于压缩映射定理的证明，建立了方程(1)在次临界情形下的局部和全局适定性。同时本文的结

论验证了随机 Hartree 方程在跳跃噪声扰动下的数学模型的有效性，这说明在后续的工作中可以进一步研

究随机 Hartree 方程(1)的不变测度问题和遍历性问题。 
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