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摘  要 

本文的目的是介绍一可数族中间意义上的渐近非扩张映射公共不动点逼近的最新的算法。通过这种方法，

松弛混合迭代算法得以利用并在Banach空间的框架下得出一个强收敛定理。相比于其他作者的方法，该

方法的结果可应用性更强。该方法可以应用于深入研究均衡问题系统的一种迭代算法。 
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Abstract 
The purpose in this paper is to introduce an up-to-date method for the approximation of some 
common fixed point of a countable family of asymptotically quasi-ϕ-nonexpansive mappings in the 
intermediate sense, by which a relaxed hybrid iterative algorithm is proposed and a strong con-
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vergence theorem is established in the framework of Banach spaces. The result is more applicable 
than those of other authors with related interest. As application, an iterative solution to a system 
of equilibrium problems is studied. 
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1. 引言 

本文中我们假设 E 空间是一个实 Banach 空间，它的对偶空间是 *E ，C 是 E 的非空闭凸子集，
*

: 2EJ E → 是有如下定义的标准对偶映射： 

{ }2 2* : , ,Jx f E x f x f x E= ∈ = = ∀ ∈  

后文中，我们用 ( )F T 来表示 T 映射中不动点的集合。 
定义 1.1 如果 ( )F T φ≠ 且满足如下关系： 

( ) ( ) ( ){ }limsupsup , , : , 0np T x p x p F T x Cφ φ− ∈ ∈ ≤                    (1.1) 

则映射 :T C C→ 即为中间意义上的渐近非扩张映射，其中 : E Eφ +× → 表示由如下定义的 Lyapunov 泛

函方程。 

( ) 2 2, 2 , , ,  .x y x x Jy y x y Eφ = − + ∀ ∈                         (1.2) 

很显然，由φ 的定义可知： 
( ) ( ) ( ), , , 2 , , , ,x y x z z y x z Jz Jy x y z Eφ φ φ= + + − − ∀ ∈                  (1.3) 

且 

( ) ( ) ( )2 2
, , , ,x y x y x y x y Eφ− ≤ ≤ + ∀ ∈                       (1.4) 

令 

( ) ( ) ( ){ }{ }max 0,sup , , : ,n
n p T x p x p F T x Cε φ φ= − ∈ ∈  

很明显，(1.1)可简化为下式 

( ) ( ) ( ), , , 1, ,n
np T x p x n x C p F Tφ φ ε≤ + ∀ ≥ ∈ ∈                      (1.5) 

其中当 n →∞时 0nε → 。 
例 1.1 令 1E =  ， [ ]0,1C = 且 :T C C→ 是有如下定义的映射： 

( )

1 1, 0, ,
2 2

10, ,1 .
2

x x
T x

x

  ∈    = 
  ∈   
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由(1.5)可得： 

( ) ( ) ( ), , , 1, ,n
np T y p y n y C p F Tφ φ ε≤ + ∀ ≥ ∈ ∈  

其中 ( ) 2,x y x yφ = − ，对于所有 1n ≥ ， 1
1 1
4 2n n nε −= + 。这表明该法定义的 T 映射是中间意义上的渐近非 

扩张映射。 
定义 1.2 如果对于任一 C 的有界子集 K 都有： 

{ }1lim sup 0n n

n x K
T x T x+

→∞ ∈
− =  

可称映射 :T C C→ 为渐近正则映射。 
2012 年，秦等人[1]对一族中间意义上的渐近非扩张映射使用了下面的杂交投影算法，实现了其在

Banach 空间框架内部极限条件下强收敛。 

( ){ }
1

1

0 1, 1 1,

1 0

1 , ,

1 1,

1 0

; ;

, : , 2 ,

, 1
n

i ii

C

n n
n n i n i n n n i n n i

n n ii

n C

x E C C C C

x x

C i u C x T x x u Jx JT x

C C

x x n

φ ε

+

∈∆

+

+ +∈∆

+

 ∈ = =


= ∏
 = ∈ ≤ − − +


=
 = ∏ ∀ ≥





               (1.6) 

其中， ( ) ( ){ }{ }, max 0,sup , , :n
n i i np T x p x p Fε φ φ= − ∈ ，∆是一个指标集，

1nC +
Π 是 E 在 1nC + 上的广义投影(详

见(2.1))。他们的结论主要丰富了已知相关的之前的结论，这些之前的结论都列在本文给出的参考文献

[2]-[8]中。 
然而，不难发现，该算法需要计算在给定指标集范围内若干闭凸集合之交集上的广义投影，如果指

标集为可数集甚至不可数集，则此算法只能是理论设计，实际上几乎难以实现。因此，他们文章中的理

论实践价值并不高。 
基于上述研究工作，在本文中，我们引入一可数族中间意义上的渐近非扩张映像，旨在构造其公共

不动点的逼近迭代算法时，只需要在每一步迭代过程中计算单个闭凸子集上的广义投影，从而避免了在

闭凸子集序列之交集上广义投影的复杂且难以实现的计算，然后得到一个强收敛定理。相比于其他相关

研究，本文结论更具应用性。而对于均衡问题系统，其研究思路正好可以转化为有限个中间意义上的渐

近非扩张映像可数族的公共不动点的迭代逼近问题，这就为均衡问题系统的解决提供了理论基础。 

2. 预备知识 

定义 2.1  设 X 是线性空间，X 是 X 的子集，如果对任意 ,x y A∈ ，满足 0 1a< < 的数 a， ( )1ax a y A+ − ∈  
称 A 是 X 中的凸集。 

根据 alber，广义投影 :C E CΠ → 的定义为： 

( )arg inf ,C y C
y xφ

∈
Π =                                  (2.1) 

引理 2.1  令 E 为一个光滑的，严格凸和自反的 Banach 空间，C 为 E 的非空闭凸子集，则下列结论

成立[9]。 
1) 对于所有的 x C∈ 且 y E∈ 都满足 ( ) ( ) ( ), , ,C Cx y y y x yφ φ φΠ + Π ≤ ； 
2) , 0,Cz x z y Jx Jz y C= Π ⇔ − − ≥ ∀ ∈ ； 
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3) 当且仅当 x y= 时， ,x y E∈ ， ( ), 0x yφ = 。 
结论 2.1  下述有关 Banach 空间 E 的基本性质可根据 Cioranescu [10]得出： 
1) 如果 E 一致光滑，那么 J 在每一个 E 的有界子集内一致连续。 
2) 如果 E 是自反且严格凸的，那么 1J − 是范数弱连续。 
3) 如果 E 是一个光滑的，严格凸和自反的 Banach 空间，那么正则对偶映射

*
: 2EJ E → 是一对一的。 

4) 当且仅当 *E 是一致凸时，Banach 空间 E 是一直光滑的。 
5) 每一个一致凸的 Banach 空间 E 都有 Kadec 性质。也就是说，对于任一序列{ }nx E⊂ ，如果满足 nx

x E∈ 且 nx x→ ，那么当 n →∞时， nx x→ 。 
引理 2.2 [11]  令 E 为一个严格凸光滑的 Banach 空间，C 为 E 的非空闭凸子集，T 为从 C 到 E 的渐

近非扩张映像。则 ( )F T 为封闭凸的。 
引理 2.3 [12]  该算法方程的唯一整数解为 

( )1
, , 1,2,3,

2
m m

n i m i n
−

= + ≥ =                              (2.2) 

其中 

( )1 1 1, 2 , 1,2,3,
2 2 4

m m
i n m n n

 −
= − = − − + = 

 


                      (2.3) 

这里，我们用 [ ]x 表示不大于 x 的最大整数。 

3. 主要结果 

如果当 n →∞时， nx x→ 且
xnT y→ ，我们在Banach空间内调用一个算法T，则T是封闭的，且 xT y→ 。 

定理 3.1  令 E 为一个自反的，严格的凸和光滑的 Banach 空间，故 E 和 *E 都有 Kadec 性质，C 是 E
和 iT 的非空闭凸子集，{ } 1

:i i
T C C C∞

=
× → 是一组可数的中间意义上的渐近非扩张映像。令{ }nx 为由下列

算法生成的序列： 

( ) ( ){ }
1

1 1

1

1 1

;

: , 2 ,

, 1

nn n
n n n

n

im m
n n n n n n ni i m

n C

x E C C

C z C x T x x z Jx JT x

x x n

φ ε

+

+

+

 ∈ =
 = ∈ ≤ − − +


= ∏ ∀ ≥

                  (3.1) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ){ }{ }max 0,sup , , : ,n n
nn n

i m
n im ip T x p x p F T x Cε φ φ= − ∈ ∈ ；

1nC +
∏ 是 E 在 1nC + 上的广义投影； ni 和 nm

是方程
( )1

, 1, 1,2,3,
2

m m
n i m n

−
= + ≥ = 的整数解，也就是说，对于每一个 1n ≥ ，都有唯一的 ni 和 nm ， 

其中 

1 2 3 4 5 6 7 81, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2,i i i i i i i i= = = = = = = =   

1 2 3 4 5 6 7 81, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4,m m m m m m m m= = = = = = = =   

若{ }iT 在 C 上为渐近正则， ( )1
: ii

F F T∞

=
=


非空有界，则{ }nx 强收敛于 1F x∏ 。 
证明： 
(I) F 和 ( )1nC n∀ ≥ 都是 C 上的封闭凸子集。 
当 1i ≥ 时， ( )iF T 的封闭性取决于 iT ，因此 F 封闭。此外，同理可证[定理 3.1]成立，我们有每一个 iF

均为凸集，所以 F 即为凸集。 
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接下来要证明当 1n ≥ 时， nC 为封闭凸集。由于 ( )1C C= 为封闭凸集，我们可以假设 n 取 1n ≥ 的值时，

nC 是封闭凸集。由 1nC + 得定义可得： ( ) 2 , n
n n i nz x u Jx JT xϕ = − − 且 ( ) ( ),n n

n n

i m
n nm ia x T xε φ= − 时 

( ){ }1 :n nC z C z a Cϕ+ = ∈ ≤ ∩  

该式表明 1nC + 为封闭凸集。 

(II) F 是 1 nn
C∞

=
的一个子集。 

很显然 1F C⊂ ，假设当 n 取 2n ≥ 的值时， nF C⊂ 。由公式(1.3)可知，对于任意 p F C∈ ⊂ ，都有 

( ) ( ) ( ), , , 2 ,n n n
n n n

m m m
n n n n n n ni i ip T x p x x T x p x Jx JT xφ φ φ= + + − −               (3.2) 

注意到 ( ) ( ) ( ), , nn
n n

im
n ni mp T x p xφ φ ε≤ + ，由公式(3.2)可知 

( ) ( ), 2 , nn n
n n n

im m
n n n n ni i mx T x p x Jx JT xφ ε≤ − − +  

该式表明 1np C +∈ ，所以 1nF C +∈ 。 
(III) 当 n →∞时， *

nx x C→ ∈ 。 
由于 1nn Cx x= ∏ ，由引理 2.1 (2)，对于所有 p F∈ ，都有 1 1, 0nx p Jx x− − ≥ ，由引理 2.1 (1)可得，对

于任意 p F∈ 且 1n ≥ 都有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1, , , , ,
nn C nx x x x p x p x p xφ φ φ φ φ= ∏ ≤ − ≤  

这表明 ( ){ }1,nx xφ 有界，记为 { }nx 。由对于所有 1n ≥ ， 1nn Cx x= ∏ ，
11 1 1nn C nx x C
++ += ∏ ∈ ，我们有

( ) ( )1 1 1, ,n nx x x xφ φ +≤ ，这表明 ( ){ }1,nx xφ 是单调非减的。因此极限 ( )1lim ,nn
x xφ

→∞
存在。 

由于 E 空间是自反的，那么存在一个{ }nx 的子序列{ }1nx ，当 i →∞时 *
nx x C→ ∈ ，由于 nC 是封闭

凸集且 1n nC C+ ∈ ，这表明 nC 是弱闭的，并且对于每一个 1n ≥ 都有 *
nx C∈ 。又由于

1 1 1nn Cx x= ∏ ，我们有 

对于所有 1i ≥ ，都有 

( ) ( )1

*
1 1, ,nx x x xφ φ≤  

由于范数 ⋅ 是弱下半连续函数，我们有 

( ) ( )

( )

1

2 2
1 1 1

2 2* *
1 1

*
1

liminf , liminf 2 ,

2 ,

,

in n ni i
x x x x Jx x

x x Jx x

x x

φ

φ

→∞ →∞
= − +

≥ − +

=

 

所以 

( ) ( ) ( ) ( )* *
1 1 1 1, liminf , limsup , ,

i in ni i
x x x x x x x xφ φ φ φ

→∞ →∞
≤ ≤ ≤  

这表明 ( ) ( )*
1 1lim , ,

ini
x x x xφ φ

→∞
= 。 

所以当 i →∞时
1

*
nx x→ 。由于 *

inx x→ ，利用 E 的 Kadec 性质，可得 

1

*lim ni
x x

→∞
=  

由于 ( ){ }1,nx xφ 收敛，又 ( ) ( )*
1 1lim , ,

ini
x x x xφ φ

→∞
= ，故 ( ) ( )*

1 1lim , ,nn
x x x xφ φ

→∞
= 。如果存在一些{ }nx 的子
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序列{ }jnx 满足当 j →∞时，
jnx y→ ，那么由引理 2.1 (1)可得 

( ) ( )
( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )

*

,

1,

1 1 1,

1 1,

* *
1 1

, lim ,

lim ,

lim , ,

lim , ,

, ,

0

i j

i n j

i n j

i j

n ni j

n Ci j

n Ci j

n ni j

x y x x

x x

x x x x

x x x x

x x x x

φ φ

φ φ

φ φ

φ φ

→∞

→∞

→∞

→∞

=

= ∏

≤ − ∏

= −

= −

=

 

即 *x y= ，所以 
*lim ni

x x
→∞

=                                       (3.3) 

(IV) *x 属于集合 F。 

对于每一个 1i ≥ ，定义
( )1

: , ,
2i

m m
k k i m i m
 − = ∈ = + ≥ ∈ 
  

  
。注意到 k k

k

m m
iiT T= 并且对于每一个

1i ≥ ，当 k∈时都满足 ( ) ( )k
k k

i i
m mε ε= 。 

例如，通过引理 2.4 和 i 的定义，我们有 { }1,2,4,7,11,16,i =  且 1 2 4 7 11 16 1i i i i i i= = = = = = = 。借

助于
11 1 1nn C nx x C
++ += ∏ ∈ ，我们可得，对于所有的 ik∈  

( ) ( )
1, 2 ,k k

k k

im m
k i k k k x i k mx T x x x J JT xφ ε+≤ − − +                      (3.4) 

注意到{ } { }, 1, 2,
ik k

m i i i
∈

= + +


 故当 i k∋ →∞ 时， km ↑ ∞。 

由(3.3)可得 

( )lim , 0, 1k

i

m
k i kk

x T x iφ
∋ →∞

= ∀ ≥


                             (3.5) 

由(1.4)有 

( )lim 0, 1k

i

m
k i kk

x T x i
∋ →∞

− = ∀ ≥


 

再由(3.3)可得 
*lim , 1k

i

m
i kk

T x x i
∋ →∞

= ∀ ≥


                              (3.6) 

故 
*lim , 1k

i

m
i kk

JT x Jx i
∋ →∞

= ∀ ≥


                             (3.7) 

这表明对于所有 1i ≥ ，{ }k

i

m
i k k

JT x
∈

都有界。注意到 E 和 *E 都是自反的，我们假设当 i k∋ →∞ 时， 

*km
i kJT x f E∈ 。由 E 的自反性我们得知存在一个元素 y E∈ ，令 yJ f= ，然后我们有 

( ) 22

22

, 2 ,

2 ,

k k k

k k

m m m
k i k k k i k i k

m m
k k i k i k

x T x x x JT x T x

x x JT x T x

φ = − +

= − +
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方程两侧同时取极限 liminf
i k∋ →∞

可得 

( )

2 2* *

2 2* *

2 2* *

*

0 2 ,

2 ,

2 ,

,

y y

y

x x f f

x x J J

x x J y

x yφ

≥ − +

= − +

= − +

=

 

即 *x y= ，也即 2x
f J= 。这表明当 i k∋ →∞ 时， 2

*km
i k x

JT x J E∈ 在 *E 中利用 Kadec 性质，由(3.7)可 

得 2lim k

i

m
i k xk

JT x J
∋ →∞

=


。由于 1 *:J E E− → 是次连续型，故当 i ik∋ →∞  时， *km
i kT x x 由(3.6)和 Kadec 

性质可得 
( ) *lim , 1

i

km
i kk

xT ix
∋ →∞

= ∀ ≥


                               (3.8) 

又注意到{ } { }, 1, 2,
ik k

m i i i
∈

= + +


 ，对于每一个 1i ≥ 当 k∈时， 1 1k km m+ − = ，然后我们有 

1 1

1 1

*

1

k k k k

k k k

m m m m
i k i k i k i k k

m m m
i k i k i k k

T x x T x T x T x x

T x T x T x x

+ +

+ + −

− ≤ − + −

= − + −
 

又每个 iT 的渐近正则的，由(3.8)可得 
1 *lim 0, 1k

i

m
i kk

T x x i+

∋ →∞
− = ∀ ≥



 

即 

( ) *lim , 1k

i

m
i i kk

T T x x i
∋ →∞

= ∀ ≥


                              (3.9) 

显然， iT 是自闭的，由(3.8)可得 * *
iT x x= ，即对于每一个 1i ≥ ，都有 ( )*

ix F T∈ ，因此 *x F∈ 。 
(V) *

1Fx x= ∏ ，所以当 n →∞时， 1n Fx x→∏  
令 1Fu x= ∏ 。因为 nu F C∈ ⊂ 且 1nn Cx x= ∏ ，我们有， ( ) ( )1 1, , , 1nx x u x nφ φ≤ ∀ ≥ ， 

于是 

( ) ( ) ( )*
1 1 1, lim , ,nn

x x x x u xφ φ φ
→∞

= ≤                          （3.10) 

这表明因为 1Fu x= ∏  故 *x u= ，所以当 n →∞时， *
1n Fx x x→ =∏ 。证毕。 

注 定理 3.1 中的迭代算法可称为松弛混合迭代算法，其工作原理的关键之处在于以下两点，一是只

需要在每一步迭代过程中计算单个闭凸子集上的广义投影，从而成功地避免了在闭凸子集序列之交集上

广义投影的复杂且难以实现的计算；二是引入一类具体的指标选取方法使得可数族中间意义上的渐近非

扩张映像的每一个算子都能在迭代过程中不断重复，从而使迭代序列得以强收敛到该可数族非线性算子

的公共不动点 

4. 应用 

令 E 为严格的凸和光滑的 Banach 空间，C 是 E 的一个非空闭凸子集。再令{ } 1
:i i

f C C∞

=
× →是一个

双重函数可数族，且满足条件：对于每一个 1i ≥  
(A1) ( ), 0if x x =  
(A2) if 是单调的，且 ( ) ( ), , 0i if x y f y x+ ≤  
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(A3) ( )( ) ( )0limsup , ,i it f x t z x y f x y↓ + − ≤  

(A4) 映射 ( ),iy f x y→ 是凸下半连续函数。 
对于{ } 1i i

f ∞

=
的平衡问题系统即寻找一个 *x C∈ 使得 

( )*, 0, , 1if x y y C i≥ ∀ ∈ ≥  

该通解可以表示为 ( )1
: ii

EP EP f∞

=
=


，其中 ( )iEP f 表示对 ( )1,2,if i =  时均衡问题的解。在结论 4.1
中，我们会将这样一个均衡问题系统简化为有限个非线性映射族的不动点逼近问题。 

令 0r > ，定义如下一个有限映射族{ } 1
:i i

T C C C∞

=
× →  

( ) ( ) 1: , , , 1i i z xT x z C f z y y z J J i
r

 = ∈ + − − ∀ ≥ 
 

                      (4.1) 

由 E. Blum 和 W. Oettli 的文章[13]可知： 

1) { } 1i i
T ∞

=
是一组单值映像。 

2) { } 1i i
T ∞

=
是一组封闭的渐近非扩张映像。 

( ) ( ) ( ), , , ,i ip T x p x x C p F Tφ φ≤ ∀ ∈ ∈  

3) 令 ( )1
: ii

F F T EP∞

=
= =


。 
现在，我们有如下结论。 
结论 4.1. 令 E 为一个自反的，严格的凸和光滑的 Banach 空间，故 E 和 *E 有 Kadec 性质。C 是 E 的

非空闭凸子集，{ } 1
:i i

T C C C∞

=
× → 是一个(4.1)定义的一组可数映射。令{ }nx 由如下生成 

( ){ }
1

1 1

1

1 1

;

: , 2 ,

, 1
n n

n

n n n i n n n i n

n C

x E C C

C z C x T x x z Jx JT x

x x n

φ

+

+

+

 ∈ =
 = ∈ ≤ − −


= ∏ ∀ ≥

                   (4.2) 

其中
1nC +

∏ 是 E 在 1nC + 上的广义投影； ni 是方程
( ) ( )

1
, 1,2,

2
m m

n m i n
−

= ≥ =  的整数解。 

5. 总结 

本文引入一可数族中间意义上的渐近非扩张映射公共不动点迭代逼近的最新的算法，此算法基于一

类具体的指标选取思想，使得松弛混合迭代算法在 Banach 空间的背景下构造出的一个迭代序列得以强收

敛到该可数族非线性算子公共不动点。相比于其他作者的方法，该方法的结果可应用性更强。该方法可

以应用于深入研究均衡问题系统的一种迭代算法。笔者未来研究方向拟将可数族中间意义上的渐近非扩

张映射推广到不可数族非线性算子的情形。 
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